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第 一 章 预备 知识 


$1 Lebesgue #4 


本 节 将 简要 地 介绍 一 下 Lebesgue 积分 理论 。 它 是 本 书 
的 一 个 最 基本 的 工具 。 我 们 不 可 能 在 较 宕 的 篇 帆 中 完整 地 八 
述 这 一 理论 。 在 这 里 , a Lebesgue 积分 理论 的 主要 思 
路 和 有 活 结 论 ， 而 略 去 详细 的 证 明 过 程 。 鸡 此 有 兴趣 的 读者 
可 以 参考 有 关 实 变通 数 的 教程 ， 对 于 不 太 熟 悉数 学 的 读 者 ， 
可 以 巾 过 本 节 而 将 本 书后 面 用 到 的 所 有 积分 弄 角 为 普通 涡 等 
数学 教程 中 的 Riemann 积分 。 这 不 会 影响 对 所 有 结论 的 理 
解 。 
weenie 下 有 关 的 集合 运算 。 对 于 集合 4 和 D, IN 
ERRAR RRRS 

AUB= (@, cE AR acB}, 

ANB= tms ECA Bre B, 

A B= [mrc A H cé B, 
此 处 , s EARR e EA hA, T eg BRR co KBB 
PEER FG HE Jb, BRAT AD A ELA BR BC RY e 


自然 数 来 编号 的 ) RARA Ü 4 ROA. 有时， 我们 党 


兴 虑 一 个 圈定 的 大 集合 并 和 它 的 子 集 A, 此 时 常 称 
A= XA 
AAW eh, 我 们 可 以 验证 下 述 的 de Morgan AR, HA, 


XT, HE AC X eel, 可 以 是 有 限 个 ， 世 可 以 是 学 
| 
ae [eam = 4s, 
"i " (1.1) 
CMa) = LAR, 
给 定 实数 轴 上 的 一 个 区 闻 (a, 6], Fee S| BEL MA 
Lebesgue W BF #1 Lebesgue Fyffe, 2h, HS 
O = ila, §),a<a<p<b} U {a bhasaibh. 
Wh, Ale, 轨 区 间 的 一 些 子 区 间 移 成 的 集合 , 故 称 之 为 一 
Ay BB 
EM 1.1 XJA RS BAAS HFRACH 
WAX FRM ES). AMAA -W to R 
‘Cm A PERG, 
(i) XES, 
Gi) 对 任何 Act, BOA, 
(ili) act ABES, BABES. 
AVA EM, SAUD AMG) 分 别称 为 wf 关于 可 列 
并 和 产 集 运算 是 封闭 的 。 
WT RRO, RITA PATER CRF RAD 作品 列 并 、 
可 列 交 、 差 集 等 运算 ;然后 将 得 到 的 结果 放 入 ,再 将 所 得 到 
的 扩大 了 的 重复 上 述 过 程 。 如 此 反复 地 做 下 去 , 可 以 利用 
起 限 归 纳 法 证 明 , 最 终 可 以 得 到 一 个 子 集 旋 ， 沁 它 为 多 la, 
dl. CE-A e, HLAS OMEN OR, 我们 注意 
到 ,者 令 
2il = (fa, 9] 的 子 集 全 体 } ， 
则 易 知 它 是 一 个 o- 域 这 个 5- 城 很 大 ,机 以 证 明 
Bla, bja, (1.2) 


我 们 称 Ala, b]A[Le, 到 上 上 的 Borel aX, 
接 下 来 ， 我 们 定义 一 个 映照 请 Ble, 6]-R*=[0, o) 

如 下 :对 任何 [a 8) EPAL d], 

ulia, B)) =B~a, 
而 对 二 (a, JE, 

H [a 6]) =b-a«, 
A, WHE O RRR MERRIE. RO, atte aol 
两 两 不 相交 的 区 辣 (La BO} core 我 们 定义 

PELI Car » Bi)) = AE -a)n 


利用 这 种 方法 , 我 们 可 以 逐步 地 将 上 AMAA Bla, bE, 
HEIFER ETER t 

1° 4(6) =0, (6 HAREM) 

2° VBE g(a, b], w(B)=0, (4E RPE) 

3° WBC Bla, b], tl, RNB =p), WA 

nL JB) = eB)» CAF BT Ite) 

进一步 , 我 们 令 

la, b] = {Ec [a, b]: IBE Ala, b] Al By, Bye 
Bla, bl, 使 得 

(Bn) =0, L= BUN, 
HAM, Cla, Hla, b] 我 们 将 上 按 下 述 方式 延 拓 到 
Pla, bj VLE SEa ,存在 分 解 上 = BUN, 其 中 BE la, 
Djs NOByeé Bla, bI, HBn) =0, WHEY 
KL) ="(Bi, 
SB SP oS Ly Bin bs BUN MSMR Ris, GE 
可 以 证 明 按 上 述 方 式 延 拓 的 值 a) ak tg 这 样 , 我 
们 得 到 了 一 个 Ce, b] TRR [a,b], HW E+ o- ik, 
a . 


URET ORLA SARA. BAA, ee 
作为 La, b] 上 的 映照 仍然 满足 前 述 的 三 条 性 质 Le ~ Oe, 
我 们 常 称 F [a, 65] 为 [4, 6] 上 的 Lebesgue o-u J (a, DI 
上 的 Lobesguo a) 2, MOTE LES [a,b] Err Lebosgue 
TH. YLE F(a, b], Wiad =0 了 时 ， AEL KRA 
集 。 

现在 ,让 我 们 来 考 噶 函数 fF, (a, 61 >R Ff Hl ebesgue 
可 测 药 (简称 可 测 的 ), WEIHE ec R, 

(f>o)= tela, b] fO) >c) €[a, 6], 

We LAH Se, bAi Ale, bj, War 了 是 Borel | 
的 。 革 地 可 测 函 数 , 有 下 述 结论 

命题 1.2 Mele, b], $ xe) A E MBE, 
Fp 
1, CE, 
0, t¢ E, 
MEE la, bd] 4 LES xz 27 MR, 

GD fhe g HATA æ BER, Naft fg, fg 
fjg gO 时 ) .max(f, gamin {f, 外 .| 了 | 均 是 可 测 的 。 

(ili) 4 fs 可 测 ; A lim fa linm Fry Sup Fas inf Fa XR 
可 测 的 。 

(iv) 沙子 可 测 ， 则 存在 一 列 {F}， 每 个 六 ATAR 
的 特 共 函数 的 有 限 绕 性 组 合 《 这 衬 的 函数 称 为 向 单 孙 数 ) 司 
得 


XE(t) = | 


lin f,(¢) = f(t), VEE [a b], 
(v) FTA YL gt CER, (foe), (FED, 
(二 0) 均 是 可 测 的 ， 此 处 【so Sel 
> @. 


Ait (f>e), 
EAR MAAN, F SEH BER. 
定义 1.8 HABA f te gg AIP IN, te RK 
(f= = tELa, bl fO FD EL Lo, b], 
echo) =0, 
aPC) fo ak fy 我 们 称 Ja 几乎 处 处 收效 于 六， 如 
果 


1.35 


(lim f= f) = @€ [ay b]: 
lim fa) = f(D) € [a,b], (1.4) 
» Clim f.=Ff)=([e, 8], 
对 了 .不 收效 于 了 的 点 集 是 一 个 零 测 业 。 

当 了 和 8 及 乎 处 处 相等 时 ,我 们 常 记 作为 

Fih =g), aet Ela, b), 

W fa LARS F F F, BS Hid fF 
lim f(t) =F), a.6.t E fa, bj. 


命题 1.4 (DES ATA, MA Borel T Hj HH g, 


Rt 
Ff @ = gitaa. tE [a,b], (1.5) 
dD # f, TM, A 
lim f(t) = FQ, a.0.t€[a, b], (1.6) 


MF AT RAS, 
进一步 ,还 有 下 面 更 深刻 的 定理 . 
定理 1.5(JIy3Hn HM) EFA [ay b] LATA AR, 
则 对 任何 G>D HAIER OH Gg. 使 得 
uf <4, (1.7) 


= 5. 


定理 1.6 (Eropos @ RIK) E(f Æ [e 6] 上 的 
FITH h TLE RAMA SARE fy 则 对 性 何 的 
6>0, AATU FA Hacla, bl, 使 得 

RE la, Ea) <4, 1 .8) 
int Hy 上 一 至 收 族 于 了 。 

AE oe He eG ASE A Tp RE OP LC 
Mn sc m4) 

现在 ,引进 [es 四 上 上 的 Lebesgue 各 分。 为 地， 取 定 一 个 
aE] eae Fe Le, BJ R. MOR GE 

[f@)|=M,té [a, 8), (1.9) 
HKE- M, MIE RD, -M shahen <i,=M, 记 
åD) =max(d;— bids 


E= (tE fa, Oi sf) <b} 
{FN CF ee, 
FPR A E [h E RAGE AA FE, 均 是 可 测 的 )。 
S(D) =i EE), (1.10) 
i seR, 使 得 对 任 杀 2>0。 存 站 5>0， AB SDd 
时 必 有 


[S(D) -s}<e, (1.11) 
则 称 了 在 [e, 厢 上 是 Lebesgue 可 积 的 ,并 记 
s BIOLO (1.12) 


在 数学 分 析 教 程 中 ， 我 们 知道 存在 Riemann 不 可 积 的 
AFM, SLA ALL DHMH Dirichlet 3 
Di = 他 # 为 [0， 1 中 无 理 数 ， 
0, 5 为 [0, 11 中 有 理 数 ， 


FA BT OM aa ae, EAN LRP, 
ECR—TAAY BR. TAs PAS ee Lebesgue M 
Sy Bebe Riemann #14347 BEY fs TA Ba, 

命题 17 Kile, db) LOHR TM He Lz Lebesgue 
TRA, 

E ETRY ERLE, APR RT ORDER 
界 的 7 的 Lebesgue WHET. Ah. & fi [e I +R 为 一 个 
OY We aa, AAA. Ef a, 8>0, 我 们 记 


—a, f<-a, 
[f]fa=4 fs -a<f<f, (L.13) 
B, f >B. 


aW, [F] a 在 [ay LERA T. 事实 上 ， 有 界 性 是 显 
然 的 , AA 
-a fla. 
其 次 ,对 和 任何 的 CER, H co>>B， 则 
(了 > 6) =H EF [a, b], 
车 < —a, Mil 
((f14e.>6¢) = Læs b] EA llt b] [上 
$F easca, Mi 
CLP fared = >e €¥ [e b], 
RE, [Sj e EMIA, FAL, L.T 知 ， 它 在 [e, DE 
是 Lebesgue 可 说 的 。 洲 两 重 极限 
a | (FC) JS 
44, HK PF TE Le, b] i Lebesgue 7 # 09, 记 该 积分 为 
[FOU =lim [EF Tad, (1.14) 
WF AEA By sR Bo [a,b], EA 


EOC [? FOreae, (1.15) 


电 就 是 说 ,了 称 为 在 有 上 Tebesgue 可 积 的 , 如 果 F(t) x20) E 
[2,6] LÆ Lebeseuc WHA, Sig, fit Lebesgue a Hw 
ONT RHR, WF Lebesgue 积分 ,有 下 述 结 论 ， 
定理 1.8 (Dit f Ag i [e b] 上 可 积 ， 则 对 任何 a, 
BER, af +Bg LATRA, E 


{caf + Bo) dt=a f? fat+ gp {gat, (1.16) 
QD af tig &le, 8] 上 可 积 , 且 


FO Sg), a.o. tE [a B, (1.17) 
x 
人 TOLES g(t)dt, (1.18) 
(i) BF Ala, DETR, K |f lA la b] LETH E 
IOA <["1F® las, (1.19) 
Gv) $f Ala, blk Tal, g Ale, 95] 上 可 积 , 且 
| #(t}|<g(), a.e.t€ [es b], (1.20) 


m f &[a, b] bese, 
(vy) Bf TR, E 
FO s0,a.0.¢€ [dy 3], 
| ， (1.21) 
[[s@at=o, 
Ei 
f=0, a.0.t E [a, 6), (1.22) 
(vi) & f &[e, 四 上 Riemann 可 积 ,  f eie 5] 上 
Lebesgue Ti, ALR DAF, 
m9 ， 


(vii) 车 f Ala, by k TR, fy, Ey 为 La, b] ag 7 a 
BK, HE, NE= ġ, E, JE2= [gs b]; 1] 
a = 
froa=f Fast fd a2 
(vill) i f Aia b] Tm, miT e >00, EA 3>0， 
使 得 对 任何 可 测 集 Ece, b] RERE) <6, eis 
{IFO \dt<e, (1.24) 
Gz) mf a@f[e, ERD, Alaihi ee >, AA Le, b] 
上 的 连续 部 数 gp， 使 得 
(ise — p(t) |di<ce, (1.25) 
下 面 的 三 个 定理 在 Lebesgue 积分 理论 中 占 操 很 重要 的 
ME. ERREN F, 也 有 很 天 的 用 处 。 
定理 1.9 《控制 收 敏 定理 ) 设 17 Ale, b] ETH, A 
BETHEA F, Eit 
(FD SFO), a.0.t€E (a, b], (1.20) 


又 假设 
lim fl) = f(t}, a.0.f€ La, d], 
il f x PT 4a, 且 , a 
limf’ Frnt dt = | f@ai, (1.28) 
定理 1.19 (Levi 引 理 》 it {fb la, 门 上 可 积 ， 单 调 
增加 ,了 
FDS Fns ae.tE[a, b], Yn=i, (1.29) 


(1.67) 


Rik 
supl” Jaléjdi< co, (1.30). 
Rl a LP RAKAT- TRAR f 且 | 


b t] 
tim| F(ab = | fade, (1.31) 


定理 1.11 (Fatou 引 理 ) aif Ale, Lem, B 
AEAT BK, 使 得 
fg a.e.t€ (a, b], (1.32) 
i 


lim 6 (dilim PAOA, (1.33) 


以 上 的 结果 均 可 在 标准 的 有 关 Lebesgue 积分 理论 的 教 
材 中 找到 详细 的 证 朋 ( 见 参考 文献 [41)， 

在 本 书 中 ， 将 要 用 到 关 寸 取信 于 R" 的 函数 的 积分 。 A 
此 ， 我 们 禹 要 将 前 述 的 关于 数值 函数 的 积分 理论 略为 推广 一 
i, FEJ. [e bR" HTF SIAT R", RRO, 将 
HOEA 


fiit) 
Falt) D 
IO- 7" ph 六 GD) 均 为 数值 画 数 ，。 84) 
fact) 
RPA Ta, MRE SET. 称 了 是 可 积 
| Aoa 
EZONE 外 Pd (1.35) 


| faa 
值得 注意 的 是 ，| .7(9dt 是 Re 中 的 … 个 向 量 而 不 是 一 个 实 


» 0 » 


数 。 

容易 知道 , 几乎 所 有 关于 数值 函数 的 结论 对 现在 的 R 
的 函数 也 都 成 立 。 所 不 同 的 荐 , St | :| 应 该 换 成 范 数 |， 
此 处 ， 


n 172 
lel = (35 27) l Wa = (ay s ta) ER, 


Fi Shy Te BEE ME de EB 8 PACD ACV) EA ee LO 
1.]i 不 再 有 意义 《或 需要 作 适 当 的 修改 )。 APH ee AT 
CL TSE RATE TE AY BRE A BA BB a A A EE 
BA (AR, RR 

最 后 , a PRA p ike eRe. Ut fy [a,b] +R 
为 一 个 可 测 函 数 , FC | A, PE 
Ela, 5] 上 可 积 的 , REA PAT RA, La, b) 为 全 体 
了 次 可 积 函 数 。 对 于 了 是 及 " 值 函数 时 ， 可 以 同样 定义 Pp 次 
WAHE. WA L(a, 53 R°) 记 全 体 p 次 可 积 取 值 于 R" He 
数 ， 今 五 , 仅 对 之 1 感 兴趣 。 因 此 , 总 设 pl 丽 不 加 说 明 。 
对 于 feLr(a, bR), 常 称 之 为 L?- 函 数 。 下 面 的 结果 很 有 
H. 

定理 1.12 (Holder 不 等 式 ) kpk 


1,1 
Gel, —+--=1 
p gæl, p g 


(pho g ERARA), dt FEL (a, b; R), gE L(a, by 
RY), 列 CGE F(t) = Fali) ra Falto g) = (nt), nwt s 
Ga) 


(FOs gD FO Ead) (1.36) 


f KEO, 9) dre, (UFC) rat y” 
(J 1g [adz y" , @.87) 
特别 , Yn =L, p =9=2 时 , 得 到 熟知 的 Cauchy-Schwarz 
不 等 式 
人 KOOLS IOLO 
(fisa). a38 
对 于 任何 的 了 ELrca hR, l<p<co, 我 们 常 记 
Ifie=(PIF@lrdt),t<p<o, a39 


Fla = inf (sup {FGD =esssup] FC). (1.40) 
Ee bP 8 tend 
LAER PCO IAS AE LOR. BR Id, 为 了 的 Lr 范 数 。 
RHA TEKEM. 

定理 1.13 (Minkowski PEK) E prl, f, geL 
{ay bR, 则 F+ gEL?(a, b RY, 具有 

f+ gl Fl, + ots. (1.41) 

利用 上 述 定 还 , DI LP (a, b RY) E—-PRES, LA 
Pw | lp. BRA, Lea, 6; R 称 为 是 一 个 线性 赋 范 空 
间 。 这 个 空间 用 处 很 天 , RIBS ASE. 

利用 前 面 的 方法 ; 也 可 以 定义 下 "中 的 Lebesgue 可 测 集 
和 Lebesgue 测度 .当然 也 就 可 以 定义 R” Bry Lebesgue. 
积分 ,这 就 相当 十 数学 分 析 教 程 中 的 多 重 积分 的 推广 。 


S2 GS FE 


本 节 将 介绍 其 有 可 积 右 端的 常 微分 方程 的 一 些 基 本 知 
识 。 这 星 水 及 的 一 些 结果 将 在 本 书 中 超 基 本 的 作用 。 

首先 , Seth PRA EN. 

HEM 2.1 hae 20-1 [4, 6] +R tH RA EA A, 40 
Mapitige>O, FA O>0, 使 得 对 任何 一 列 两 两 不 相交 的 子 
EC, B) Zle, bjs 只 


BB: ~ a4) <0, (2.1) 


tH 
之 1z(80 -z(a <e, (2.2) 
对 于 绝对 连续 函数 , 可 以 证 明 下 述 结论 。 
eM 2.2 itz), [¢, +R 是 一 个 给 定 的 函数 ， 则 
下 述 命题 等 价 ， 
1° 3 是 绝对 连续 的 。 
2° 2C-) Pasha ARE, Ree.) 是 可 积 的 ， 
LEAR RHR RS, 
2(t) - 2(a) =fr (ade, Vt [a, b]. (2.3) 


Sa, Re MT ia, ORT Rat ERM Se 
HE WCE, bh RY., RNEER, F 2(-) fh Lipschitz 连续 
A, MEERA C>O, 使 得 
BO- vt, f ero, TH, 
则 所 小 必 是 绝对 连续 的 。 特别 地 ， 任 和 何 CQ! aR ie ee a BE 
HH. Bh 绝对 连续 函数 必然 是 连 继 的 。 因 老 , 我 们 车 将 全 
he MF le, 6], RHET Re Wy Ct Ar, Lipschitz 7 ss pK ar 
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PA PR 53 I) ES Ba) Bi C Ca, b]; RB), Wue Ca 
DRODH C(e, UR), MAM THA LA, 

O([a, bh RW! a, BRD 

CW (fa, b]; RYCC(La, DIR"). (2.4) 

FATE, I PIR eT >O, 4 f,[0, T] x R°+R* 
为 一 给 定 的 里 照 , 满 足下 述 条 御 ， 

(i) WERE ee X, fO, 2), [0, Tj 一 及 * 是 可 测 
的 # 

GD 存在 常数 工 >D，, 使 得 

IFG o) — ft, D ELis- Al, 

a.e. E [0, T], ¥2,4ER" (2.5) 
iF. o EEC le, 
aeiG [0, T], YER", (2.6) 
HETI, fO, ORDET E, t) EE, FRA S| 
的 。 

引 理 2.3 设 疡 [0, T])~R*-R* 5g Oad, Mx 
EE HE ae eC.) EC((O, T] R", 54t fO et) 10, 
T]--R" 是 可 积 的 。 

证 利用 (2. 全 我们 知道 ,A201:)) 是 一 个 有 有 界 函 数 , A 
为 连续 函数 eC) JRA. BTL, WIE SC, eC De 
Ro HAEE mE. HFC SEA, BTR 
到 一 列 阶 神 函 数 

Py (ty = XD (t) 
满足 
lim px (E) -a(4)|=0, XF te [0, 一 至 。 (2.7) 
从 而 ， 
4. 


lin fC, pt)) = F(t @(6)), 8.0.46 (0, T], (2.8) 
HER 
F, wO SE fs datt D. 
而 和 式 中 每 一 项 均 是 可 济 的 ， 因 此，f(t, ps 外) 是 可 测 的 ， 
由 (2.8) RAAT MM MCAT HEREIN, FC, e) WETA 
Ha 
现在 ,考虑 下 述 常 微分 方程 的 初 什 问 题 ， 


| = fC, z(t), a.0.f6 (0, T], 2.9) 

© (0) =a, z 
= a 

此 处 , C4) = —— AA l O BACA a, 如果 


BC EW ro, T R"), 满足 zx(0) e 且 (2,9) 式 中 的 方程 
JUPAS. 我 们 注意 到 ， 与 普通 常 微分 教 福 中 不 同 之 处 
是 , WALA AR OS, (A S| PE 2.3 知道 具有 较 好 的 可 积 
HE. AL, #2 OA PMT RRA AT Re. RTE 
在 控制 理论 中 根 为 基本 ， 因 为 控制 函数 不 能 期 望 是 连续 的 。 
在 以 后 的 讨论 中 , 将 会 请 棕 地 看 到 这 一 点 。 

定理 2.4 ( 解 的 存在 唯一 性 定理 ) 设 fi (0, Tj] xR" 
>R" Aa ete G~ Cii, Mattia ne R, Wia 
{2.9) 在 在 唯一 的 解 e(o E We, TLR”, 

证 # 

w(t) =a, tE [0, T], (2.10) 


ao" (E) = wg t fire, aire dr, 


iE [0, T], mæl. (2.11) 
HED, ESAE, Be OSLER, EPR -TES 


函数 . 因此 ,由 引 理 2.8 知 (3.1) 式 中 的 积分 存在 Ko) 
的 定义 是 明确 的 。 现 在, 作 下 述 佑 计 ! 


EO, OIG] KUG an) (tL + zol)t, 


te [0, T]. 
(ez 人 — 2! NEL fe -20 fae 
= (1+ flay) ie » ter, 7], 


PORTAO | <1 + lav) “oe te[0, T), 
利用 归纳 法 ， 可 总 得 到 下 述 的 售 计 ， 

lon) ~ 2 @ + [el SO”, te [0, T) 

(2.12) 
我 们 注意 到 
BCE) = ay + Orr) ~ e108)], 
因此 ,对 于 12>0, 有 
Jenci) FTOI O — antaii) 


aTa 
ETOT 


aD, 


<DA + le) 
<dra S, 


AFÈ CED ermi BEREN 4 mo n ii 


TÆ, ART fe [0, 了 是 一 致 的 。 因此, "(C Æ CO, 
T] 正信 中 是 一 个 Cauchy FA. Mi, FEER C)» 
= 16 。 


后 得 

limfa”) -a(i =0, RF +e [0, T]-Be. (2.18) 
于 是 , 在 (2.11) 的 两 边 取 极 限 知 

a(t) sant {F(t x(t) dr, tE fa, T]. (2.14) 
由 此 , 立即 得 知 2 ,) 是 绝对 连续 的 , H. 

ÈG) = f(t, a(t)), a.e.t€ [0, T]. (2.15) 
而 显 见 x(0) =zo， 故 知 由 上 得 到 的 x() 是 (2.9) 的 一 个 解 . 
这 便 证 得 了 解 的 存在 性 。 今 若 ED EW (0, TRY EE 
{2.9) 的 一 个 解 , 则 有 

l2) -2O | SL le) ~ B(x) jdr, te [0, T], (2.16) 
anid 

9 从 =| Ie) - #07) Ide, te [0, T], 

则 有 
vt Lp(), t€ [0, T), 
从 而 ， 
是 [p(De-oso,tero, T]. 
关于 二 在 任何 区 间 [0，s] 上 积分 并 注意 p(0) =0, 可 得 
g(s)e-zo<sD， se [0， T]. 
Fit, 再 由 (2.16) 可 知 
Js -ED eLp D0, vie [0, T], 
ARA 
s(š) =5(t), WEE [0, T]. 
这 便 证 得 了 解 的 只 一 性 。 
我 们 看 到 ， 上 述 定理 的 证 归 与 右 端 函 数 为 连续 函数 时 
煌 证 明基 本 相同 。 但 是 ， 人 允许 方 程 右 端 为 可 积 型 的 了 给 控制 
- i. 


理论 的 贸 究 提供 了 有 力 的 工具 ， 

现在 , 再 来 讨论 一 下 问题 (3.9) 的 解 的 一 些 性 质 ， 为 了 以 
后 章 性 中 讨论 的 方便 ， 考 虑 下 述 问 题 : 设 C,2)€ (0,7) x 
R", Wid YCE ab, 2 三 ge) 为 下 述 问 题 的 唯一 解 ， 

po = f(s, y(£)), a.e.8 € Lis T], 
y =a, 

容易 知道 ,由 类 做 于 定理 2.4 的 证 明 , We Le ey, CO) 
的 存在 办 一 性 。 为 了 进一步 研究 解 ,>(…) 的 性 质 , 先 证 明 下 
面 移 引 理 . 

引 理 2.5 (Gronwall 不 等 式 ) HeC) al) ACs 
[&; b] >R 均 为 非 负 可 测 函 教 , 它 们 之 间 满 足 


pls) <a(s) + { BCr)vCr)dr, a.0.8 E [as bi, 


(2.17) 


(2.18) 


pis) <a(s) +f" af AO Arr a(rdr, 
te 


aes E[s, b]. (2.19) 
Bal SECO. T], 则 进一步 有 


(8) <a(aje Siete + farces ur gr, 
a.o.8 E [a, $]. (2.20) 
证 ic 

oce) =f serdar, s E€ La, bI, (2.21) 

MY dy (2. 18> 知 
B(s) = B(s) ¢ (8) <B(s)a(s) + B(s)O(s),a.0.8 € [a,b], 

因此 ， 
. i5. 


tocs)e fe tries | ce Fa tgs)a(s), 
a.e.s8€ a, Èl, 
关于 s PME 0(e) = 0, 可 得 
pesze tek Oe < 人 9 Berar) dt, 
BUR, 代入 人 《2.18) 可 得 
giaa) + (8) 
Kaçe) + | elemep(ryacrjdr, 
a.e. E[s; b], 
AET (2.19). 4 al) ECHO, T], 则 七 式 可 导致 
PE) Eu) ~ faryatel | 


=a(s) -| at TY eb,4 ear is 


+f a’ (r) ele oir dr 
=a a) eS es tear 
+ fa’ (ryee9t 4 dr.a.0.8 €[a, b], 


A (2.20) Baie, 

细心 的 读者 也 许 会 发 现 ， 上 还 的 不 等 式 与 普通 常 微分 方 
程 教程 中 的 Gronwall RAE AR. MEF TA d A 
“a.e "THR. ARRERA. HAAN SC Rb 
EST PNRM. FI RR A, FRR EE 
积 性 假设 。 帮 引 理 的 结论 应 理解 为 只 要 (2.18) 式 有 意义 ， 则 
DW 4f (2.19), [2.20) 式 ， 

利用 上 述 前 引 理 , DE BA eR a Rea 
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命题 2.6 nf, [0, T] x R"+R° BR 2.485 & 
HH, atter t, EEO, T], s, ER, Re 
Yok EL + ejjer -1, Vee [i T], (2.22) 
fas) yna lD alaa ete, Yse E, T], 
(2.28) 
Neyo 8) YiL + fafole*at | 2], 
vse [yi TI. (2,24) 
Ikik, IVi =max {t, th, Ai = minti, ft}, 
和 证 ROITDA 
geals) =2+ | F(t, Yea(t) JAT, s€ [ty T], 
(2.25) 
FAME, Hy Ae PF (2.6) ay - 


ya (Liel + {LO + tee (Dae, 


<jel+L(s-) +L [iylar 
Ws €[t, T]. 
OE Cae ae 
ly pejet + f Leende 
= jleze-D 4 ete-n .1 


TABULAR 2.22), Sika, ER, WA Yn Ynse) 
满 是 的 方程 知 (注意 条 忻 (2.5)) 
by, 8) — ge, 3°08) Er 人 | 


+E yor) -ys 0dr, 


Pa, 利用 引 理 3.5 知 
= 20 . 


CAOR O Vert, 
所 以 (2.23) 式 成 立 ,最 后 , MO<tcicl, WIEN s El 
T], 
[Ses 8) -93C Ly lr) y3, iar 


+fiza + [Yre (t) Pat, 
FA DEH (2. 22) al 


lesas) -Y,a le) <f ra + jæ) er- ndr 


四 区 站 ~yt,2(1) [at 
从 而 , FST BH 2.5 44 
Wa) YR CD (CL + Ja) (eR — 1) etd 
al Jaf) Ltt) elt- et 
=GLA+ jal) eti-e, 
所 以 人 .24) 式 也 成 立 。 
E fy far EL ee (JE BASS, BEA 
A 1 及 初 值 状态 2 的 函数 是 局 部 Lipschitz 连续 的 。 另 外 , 解 
Vie IEA AREER 2 OR Bye JEW (LT );. 
R°, El Yeats) s BY Lipsoaite 连续 函数 。 


$3 mar ha TALIA 


EEE FARR TAR, PI a ME 
Sf Fae FEA eT RR LA BR PE a, PB. 
书 时 可 以 跳 过 此 节 。 这 对 于 理解 本 书 有 限 维 控制 理论 部 分 的 
大 部 分 结 黑 不 会 有 太 大 的 影响 。 但 是 ， 本 节 的 内 容 对 于 理解 
无 限 准 的 控制 理论 是 必需 的 。 
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首先 回忆 一 下 线性 空间 的 概念 ，。 

MSL AXA ike, FARKAD. A 
PELTI PAST whe nafta PREY 
HL RIG SE RAR IL AA, 

工 XX Fw R-P RH, Pea, yeR, af 
外 HE 下。 这 个 加 法 运算 满足 

(i) (ARH) s+ty=yte, Va, yExX, 

GD 《结合 律 ) (e+y)+2=0+ (y +23, Vary, ceX, 

Ci) (RAH) FAQVEX, 使 得 

a+O=-O+e¢se2, Vee X, 
Civ} (RAH) Vee X, #AALE-LEX, hE 
#+(-2#)=0, 

Il. VeeX RACK, HA-wEX, E+ RARE A, 

GV l-s=a, We eX, 

Cid)’ A(uad= (ania, VL, HEF, @ eX, 

(ity! (A+ pje = Artur, VA, REF, @ EX, 

Civ}? Aty) = 和 AY VAEF, ec, yEeXx, 
ih F te ikog Be Bap pM RL ew, Key -A BE 
室 间 。 

易 知 , RY 按 向 量 的 加 法 与 数 冬 构 成 一 个 线性 空间 。 这 是 
最 典型 的 太 限 维 线 性 空间 。 A PARAM S 4k, € 
按 通 常 的 多 节 式 加 法 及 数 乘 构成 一 个 线 福 空间 。 它 是 一 个 无 
限 维 的 线性 空间 ，。 关 于 线性 空间 ， 一 盘 的 线性 伐 数 教材 中 均 
有 详细 讨论 , 感 兴趣 的 读者 可 以 自行 参考 有 关 教 科 书 ， 

天 们 不 难 发 现 ， 当 仅 讨 论 线 性 空间 时 ， 通 常 并 不 涉及 收 
语 , 连 续 等 概念 。 这 蚌 因 为 讨论 收 人 证 等 概念 ,需要 有 空 闻 中 点 
与 点 之 闻 的 "此 近 " 或 “远离 ”的 度量 方法 。 这 就 是 需要 所 谓 的 
- 22. 


aF ar BSE 


拓扑 结构 。 FM, RARER SX E5 ES eR, 从 
E GA AE Be a y R ERTE EE], 

定义 3.2 证 五 为 一 个 线性 空间， 小 1， 互 -~ 性 :*= [0， 
<e)。 称 用 | 为 下 上 的 一 个 范 数 ， 如 村 和 1 满 是 下 述 条 件 ， 


1 正定 性 ， 
|x| 0, Yre X, (3.1) 
且 
lzi =0< 2 =0, (8.2) 
2 正章 决 性 ， 
lasi = [A] lal, AEF, EX, (3.3) 
8° 三角 不 等 式 ， 
lm+ ylle + yl Ye, yer, (3.4) 


SUR, Kak Hy APRS i, 
有 了 范 数 ， 便 可 以 来 定义 收 伍 概念 ， 
定义 3.38 it K PAK fel Ra SL ihn 
€XCkS1), MANA F leah aor BHAT CE KX, eK 
lim |2y -e| = 9, (3.5) 
74 fa} 为 一 个 Cauchy 序列 ， 如 果 VWe>O, Ikoel, 局 得 当 
kU 时 
|@, nje (3.6) 
NER FL MS AHR, 如果 定 六 
lel = (Ded: )", Yo- eE R 
则 容易 验证 | .| 是 一 个 范 数 。 因 此 ， 吾 " fee PP 
个 线性 典范 空间 。 今昔 有 序列 {trema CRM y= (OR, 
w.")), i Ett Cauchy 的 。 则 由 十 
|@_— 25] S| ea vl, Tn, 
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故 知 每 个 (eieo 均 为 Cauchy 数列 。 从 而 可 以 找到 ce Rs, 
使 得 
Irate at = 

La PPE Ree EE R 的 一 种 较 好 的 “封闭 性”"。 我 们 
将 此 抽象 为 空间 的 完 务 性 

EXIL EXA- ARREZ, eaa DI, & 
它 是 完 务 的 ， 如 果 对 任何 Cauchy Æ s) (be X, 存在 
tE X, {4 

lim an, -el = 0, (3.7) 


RER? BOA LSE, ARH Banach 空间 。 

值得 注意 的 是 并 非 所 有 线性 赋 范 空间 都 是 完备 的 。 让 我 
们 来 看 一 个 简单 的 例子 。 设 多 [0, 1] 为 定义 于 [0, IRAE 
的 所 有 多项式 阔 数 ， 按 通常 的 重 数 加 法 及 数 飞 ， 峡 [0, 1] 是 
一 个 线性 空间 。 现 在 定义 “ 

Fico =max | FG), VF(.)€ PLO, 1), 

WE Letom 是 一 个 范 数 。 从 而 FPO, i] 成 为 一 个 线性 
RIL. SH 


fi) = ir kl, 


t= 
mi 疡 (CE P[0, 1], Vel, HA 
\fa- Fileto ss te re ii 0, 


此 处 ENI= min th, 1). Bilt, EJIL) Cauchy 的 。 但 
是 , 我 们 又 有 
limf,() we", HF HELO, 1-H, (8.8) 


我 们 说 , (fad 在 AO, 1] pee. BSE, Bi tf) 在 
. 24. 


ALO, HERF FE P10, 1], 则 由 (3.8) 式 知 必用 () = 
e, ATT, o 不 是 多 项 式 函数 。 这 便 说 明了 空间 PLO, 1] 中 
存在 Cauchy FAREN, Hk A [0, 1] 不 是 完备 的 . 
现在 ,给 出 一 些 常用 的 Banach 空间 的 出 子 ,我们 不 去 验 
证 它们 ,只 是 列 出 空间 及 其 范 数 。 
1* Ee gij lapaa, 
L(a, bR") = {fs Da, D) >R" fÆ p KIRN), 
Ifl (FIFO a), 
2° E” 空间 ， 
I (a, b R® = {fi [a,b] >R" f REAR), 
tfl int sgol FOl, 


(ENTER E §1 中 已 经 见 过 ) 
3° C esti, 
Cis, 61;R = (Ff, fa, R": f EAT, 
Files max | FOl. 
4° AC 空间 ， | 
Wila, bJ R") = {fi [a, 8]—>R", FJ Se Oat BE EBT, 


ifin [FOO Fold 


5° Wao 空间 ， 
W* (fa, 6]; RY = {fi fe, b]—R*, fH Lipschitz 连 
续 的 ) ， 
(Fieres (Flet iF Jer. 
6 Chei: 


Ce 6]; R) = {f; [ay 站 一 下 ”了 是 总 次 连续 可 微 
» 25. 


Hts 
I Flee = = Dif le 


7° V 空间 。 
Vila, dJi R") = {f,[¢, b] =R"; f RAR 


MELON 
iib, VORA Fla OLA AE A, HE OP 
D, a= igt eby b, 
则 
Y (A = supe) -fD 
此 处 的 上 稿 界 取 饥 所 有 可 能 的 区 间 分 割 刀 。 
8° jz 空间 ， 
1s =fa= (ad ” Blas}? <o}, l<p<co, 
laj = (Èjale 
i= {a=(a)” sapla] < hs 


lelı== sapla], 


有 兴趣 的 读者 可 以 自行 完成 上 述 空 闻 的 范 数 及 完备 性 的 验证 
RES ARES Th 进一步 了 解 这 些 空间 。 

在 泛 遂 分 析 中 ， 一 个 很 重 玻 前 研究 对 象 是 线性 算 子 。 下 
Hi 我 们 介绍 一 下 这 方面 的 一 些 结果 。 

定 兴 838.5 设 忆 为 实数 或 复数 全 体 ， 玉 和 玉 为 如上 前 两 
个 线性 空间 , 轿 为 的 一 个 线性 子 空间 ,而 委 : 卫 下 是 一 个 癸 
B. ide AAR COD ARMA TOR, A A REH TS, 
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tR 2, yED, a, BEF, A 
Alar + By) =ada+ BAY, (3.9) 
RAD HARUR, HILDA), HAR 
HA) = (Aa, rE D; 
AA HHI, YY OR(RREAAC(LRRSEA)H, HA 
ARALAR H. 
假设 全 和 了 H Banach 空间 , A, X>Y AR EHT. 
P(A =x, ASME, TUtaea ra 
前 连续 性 了 。 有 下 面 的 命题 。 
命题 3.6 GA XF, A) Tike Ms tr 
LARRY, 
2 AK ae Rhema Y ARE, 
3” 存 在 常数 MeO, 使 得 
Aw) <M jal, Vr X, (3.10) 
通常 称 满足 上 述 2° 的 算 子 为 线性 有 界 算 子 。 因此 ， 上 
述 命 题 意味 着 线性 连续 算 子 与 线性 有 异 算 子 是 等 价 的 。 类 似 
地 ， 将 不 区 分 线性 连续 泛 应 与 线性 有 界 泛 函 。 
EMS.7 HA XY IREA RER 定义 
Aad 
7 fe] * 
RIALARFA MTR, 4AA AEH, LHATFRRIE 
ay 09 1A, 
HTZRHETAÉ, PREP ERETH BEN. 
定理 3.8 GAB SRI) RAF Y H 4% Banach © 
WA, XY 是 线性 有 界 算 子 , 往生 是 一 一 到 上 的 , 即 
Ag = 0 >2=0, 
| AA) =F, 


(3.11) 


fA = sup 


(3.12) 
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定理 3.9 (FARE) BX Y % Banach 空间 9 

A,X-Y ZAT BEAR 
GCA) = {(2, Aw) [ee X} 

AMY PHR, WA pee eG, 

定理 3.10 (共鸣 定理 ) 设 且 为 Banach 空间 ,了 2A 
MIR i, Ar XE A} 2-KXNY RMRRARET, Fi 
ATi tele Hee X, 


supiA,al < oo, (8.18) 
AGA 

出 
sup|_A,]< oo, (8.14) 
AEA 


FH, BEES FERRE A EB yE 
一 步 的 结果 ， 
首先 , BEX A Banach 空间 ,而 令 

X*= (f: XF, f PREAH). (8.15) 
然后 ,规定 线性 运算 为 : Ya, BEF, f, gE X*, 定义 

(af +Bg)(2) =afle)+ ggl), VoEX, (3.16) 
HE fig PAAR. 可 知 wjp+B89E X*, Mit, X* 
HE TREZE. lt, 对 任何 FE X*, 


fl=sup AAO , (3.17) 
是 一 个 X* Lager, HA, X* AM PE ee OA 
It, X* tA Banach 20. PAS EI HX Hi 4, = 
H. 

在 实际 应 用 H, Af 希望 得 到 具体 的 Ranach 空间 的 共 
SUSAR. Wine Banach 空间 Le((a, dl R"), 它 的 
FMA DUREHARST. AMARA HRY ORS 
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Tal “ARI RHEE US ae, SEA AR 出 
来 的 结果 一 般 统称 为 Riesz 表现 定理 。 下面 ， 将 一 些 常 用 的 
Banach 空间 的 共 思 空 间 烈 出来， 这 里 不 作 正 明 ， 
1° f(a, biR"), lp 0. 
Bla Wy p RAER Bl 9E [1, co], 使 得 
ee ee 了 
p + g 1, 或 9 p-i°* 
则 有 
E?(a, b; R)" = Lila, hR”, (8.18) 
ERR MER SEL Ca, by RY, FER i 
Ys f) ELNA, biR"), 使 得 
TECN = EO, g0 AE, 
Wa(.)€ Lla, hR, (8.19 
B 7 . 
ft = (Pige feat)" (8-20) 


由 定理 1.12 知 , (3.19) 式 的 右 端 是 有 意义 的 。 
2° Pi lxp<oo, 


Tike A p ry see, 则 有 
PY a1, | (8.21) 
RENT FE fal fe iv, TARAI S deo € r, 使 得 
fis) = fv, Ye = (ma ED, (8.22) 
H , 
ifi = Alo ay (8.22) 
值得 注意 的 是 
D(a, by R)}* 25 (a, b R", 
| Ct, (8-24) 


8° Olfa, b]; RY), (初学 者 可 以 跳 过 此 表示 定理 )。 
设 ( 见 本 节 中 Banach 空间 的 例 了 ") 
Fe([a b]; R") = {FEV (La, b]s RY: f(a) =0, 了 在 
la, 51 上 右 连 续 }， 
则 可 以 证 明 对 于 任何 FeV ela, bls RY, AF 叮 以 导出 
Bla, b) 上 的 一 个 正 刚 广义 测度 , 记 作 dj 它 取 值 于 RY, T 
是 ,我 们 有 
Oa, BJ IRD)*= VLa, b], R"), (3.25) 
其 意义 如 下 ;对 任何 的 了 e OC[a, bh RY", HAE Vla bl 
R") 中 的 唯一 的 元 素 , 仍 记 作 六 使 得 
KOO WCO O 


SB) od fie), (3.26) 
上 式 中 和 式 理 每 一 项 均 是 所 谓 的 Lebesgue-Stielt jos 积 分 。 
决定 给 定 的 Banach 空间 的 共 罗 空 间 是 一 件 很 困难 的 事 
情 。 仅 列 出 上 述 三 种 情况 。 另 外 一 些 较为 复杂 的 情形 就 不 在 
此 叙述 了 。 
直面 的 定理 讲 的 是 有 界线 性 涝 本 的 保 范 延 拓 ， 它 也 是 泛 
函 分 析 中 的 一 个 重要 定理 。 
定理 3.11 (Hahn-Banach) if XK lA, 
Xo AHAHA ARTS, HF AX taAa HAE 
泗 。 则 存在 及 上 的 线性 有 界 汽 汪 f, RE 
[E= I> Vee Xe 
iFi=UFh. 
上 上 曾 的 定理 相当 有 用 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 来 说 明 这 样 
一 个 事实 , MEREREZH LE EBS DRETI A. 
- 30. 


(3.27) 


34 a TF PR A 
命题 3.12 EXA- ARER EM, Maelo, oe 
EX, nær LE PRHA RAH FER, 使 得 
F (a1) * Fler), (3.28). 
证 iE ritte & Xo AH oo KRM ETS A, 
定义 
f(Arg) = hed, VAE PF. (3.29) 
则 易 知 , 了 是 Xo KAARE A. ph Habn-Banach 
ER, WH SEREM, Hitt S. Mit, fox", 使 
得 
Fit = fæ] = a, — ah #9, (3.30) 
由 此 ,立即 可 得 (83.28)， 
SE, BEHI LR be. 注意 刘 在 定义 3.3" 
中 ,定义 了 于 中 序列 的 强 收 敦 性 。 自 然 , SP CRN 
WE. TE, 就 来 引进 这 一 概念 ， 
定 交 3.12 设 轩 为 一 个 线性 贼 范 空间 ， 证 y) gwi 为 之 
中 的 一 个 序列 。 称 zn MILK cE X, to R 
lim Fles) = f), YFE XY, (3.31) > 
我 们 注意 到 , 车 ta MMF os 出 由 于 
| F(a) — Fw) [eli lvs- ||» whe x", 
or, QE 2, RR. TP 
的 如 下 序列 ， 
(8) 
wa = (0, O, 0,1, 0, ee), Rel, 
显然 ,对 任何 bal, 
tym ae =/2, 
+ 31 +. 


FA. eb aor BARS, SAT. OST FE "=F Oh 
$2, AST Riesz ARZ), Hef el, 使 得 
FQ.) = fas Fl, 
出 于 Dfi’, 因此 
lin f(2x)=0, VfE Ch). 


这 就 说 明了 序列 (oa) HG ER 

值得 注意 的 是 在 及" 中 , 也 可 以 定义 绊 收 敛 。 但 是 ， 容 易 
和 证 匠 ,此 时 , 强 政 伍 与 弱 收 和 敛 是 等 价 的 。 出 于 在 无 根 纵 空间 中 
SRNR Bt BR SY, 因此 ,给 泛 函 分 析 带 来 了 许 风 值得 研 
究 的 问题 。 

再 来 看 另 一 种 铺 况 。 设 各 为 线性 赋 范 空间 ， 瑟 * AX W 
BI. WW X* 本 身 也 是 -个 Banach 空间 。 因此 ， 世 可 
REMORSE (XL )*, RAAJAT, fic 
AW, Pak, HEX eh, TU RM RR. 另 
一 方面 , MESAER SAR, BB ka, He in 
+. . 

定义 3.13 RX* HAMAS MXR EM, t 
{fad EA 中 的 一 个 序列 Ra fr BRT Fy oR 


lim fy(a) = f(a), Woe X, (3.82) 
RIRES, HENEN, PEL 
nr F) = fla), Wfe X", (3.33) 


MAF, oC KX", HW , zx EX 可 以 视 作 不 ** 中 的 元 
wm. BAS 


zcr", (3.34) 
已 知 fs HRAT FESR ATA A 中 泛 函 作用 后 收敛 ， 而 

定义 3.18 PRE XM, BEX hc 
a 32. 


KARAER A, EE, Bh a EB ck RE 
ZEH. 
在 有 限 维 空间 中 ， 比 如 R, EMAAR RE., 但 
大 ， 在 死 限 维 线性 豆 范 空间 中 ， 有 界 闭 集 未 必 是 紧 的 。 特 别 
HO, 可 以 证 明 , E RAE Banach 空间 中 ， 单 位 闭 球 一 定 不 是 
RA. ITH RAY PEA I OT A. RATE 
PAVE RE ap. ZENE, HEX eA a dad}, FE X* eh, = 
PAE h GRIT. SHAS *- 丘 扑 。 下 面 的 定理 是 很 深刻 
a. 
定理 3.14 RX AREA ET, X* HAMEL, 
期 XA PEREA AA A Ei *- 拓 扑 汉 是 时 的 。 
Ag alse, A" P r RR I E, 
RNE, HY X =F, l<p<o, 有 
y" =X, (8.35) 
RHP SARA ARSE, T Pdp), Lala, b; 
RYQ<p<æ) iE 5 ke Banach 空间 。 立 即 可 以 看 到 ， 在 
自 反 空间 星 , Bah ES *- 拓 扑 是 等 价 的 。 
进一步 , 著 A HP A 
X*=X, (3.86) 
这 空间 具有 更 特 萄 也 结构 。 现 在 就 讨论 一 下 这 样 的 空间 。 
定义 $.15 设 卫 为 实数 或 复数 会 体 ， RAAF LAs 
间 。 对 于 任何 4 YE 及， 我 们 有 一 个 数 记 作 (zx; NEF 与 之 
对 上 应。 这 个 二 元 运 冯 满足 下 述 条 省 ， 
CD) HAT AR ey 
(a, y) = (y, 2), Vo, ye H, (3.57) 
Cli} 对 第 一 变 元 的 线性 ， 
23a. 


(aa + By, D =ar, O+B(y, 2), Va, BEF, 2, y, 26 H, 
(8.38) 
(Git) 正定 性 。 
(æ, 2) 0, Vee H, 
lon a) =O >= 0, 
HH DA AP HAAR, 而 吾 称 为 一 全 内 积 空 间 。 
容易 知道 , BS 
jal = e, D, Yee A, (8.40) 
WI 1 是 豆 上 的 一 个 范 数 ， 从 而 ， 内 积 空 间 可 以 自然 地 成 为 
线性 同 范 空间 ， 进 一 步 ， 若 互 关 于 此 范 数 完备 ， 则 称 五 为 
Hilbert i}, F Hilbert 空间 A, 有 五 * =H, 
FEAH EmA Hilbert 空间 的 例子 。 
4” RY, RAR 


(2, Y) = Saves 


tel 


(8.89). 


Vas (tis ttry Dals y= (Yis tta Yad ERs, 
2° D(a, b; R"), 其 内 积 为 
Go), 9) = | @M, yO ds. 
3” P, 其 内 积 为 
(£, y) = BY Va= (Ti) Y= (Yin EP, 
我 们 还 会 各 到 一 些 其 它 的 Hilbert 25, Be, Bers. 
下 而 ,再 介绍 一 下 共 扬 算 子 的 概念 . 
ES 316 证 到 和 了 为 线性 赋 范 空间 ， 县 :三 ~> 了 了 为 线 
性 育 界 和 泡子。 和 证 世 :了 ”> 下 “为 中 一 线性 育 界 算 子 ,使 得 
(A*h) @) =A Ar), WARE Y*, 2 EX, (8.41). 
则 称 A* HAH T, 
=- 34. 


命题 3.17 BX AY RRE SA], 则 

O AERAR TAXY, Aeta 
F ANY- X*, Bi lA" = Al, 

Giy #16 Lr fe Las 分 别 为 宇和 X* Lae, 


IR=Ix,, (3.42) 
(iii》 若 多 为 另 一 线性 肢 范 空间 , BY SZ REAR, 
(BA)* = A*B*, (3.43) 


今 车 考虑 A: HH, MAA Hilbert 空间 。 由 Riesz # 
WEM, RHEA H” 等 同 , =A, A, A4 H 
=H. 此 时 , 车 有 


A* =A, (3.44) 
NRA ARREST. DEHKATA EER, AX 
WRA TAHAR Bo) A BS 


Ba, #—-PRAER EMBER. XA HS 
Banach S, DH 了 中 的 一 个 开 子 集 . 令 了 :一 下， 则 了 就 
是 一 个 一 般 的 非 线性 泛 画 (定义 于 DD, 我 们 称 SER ED 
是 Fréchet 可 导 的 , 如果 存 在 9E 芝 *, 体 得 

lim sup | Cet M) -F _ gg yy} <0, (3.48) 


AO A 


Mid g= Df (a), 称 之 为 了 在 ey) 点 的 Fréchet 导数 。 若 了 在 
DD 上 的 任 一 点 都 Fréchet 训导 且 eo Df(o) 是 连续 的 ， 则 

称 了 是 在 了 上! 的。 
另外 , 当 X= RW, SOAR, f HED EE, N 
FUR D RES, (ATE, 当 dimX =o Ht, AR 
一 般 不 对 。 因此 ， 有 了 时 我 们 称 fi DR 是 局 部 一 致 连续 的 ， 
如 果子 在 总 的 每 个 有 界 子 集 上 是 一 致 连续 的 。 必 须 注 意 ， 在 
无 任 维 空间 中 ， 有 界 闭 沁 上 的 连续 通 数 和 一 歌 连 续 函 数 是 不 
a。 45. 


$4 算 子 半 群 与 发 展 方程 


在 上 一 节 的 基础 上 , 本 节 将 介绍 所 谓 的 Co 类 算 子 尘 群 以 
及 将 要 猎 容 的 无 限 维 受 控 系统 的 基础 一 一 抽象 发 展 方 程 。 

首先 ,简要 地 介绍 一 下 向 量 值 画 数 的 Bochner Ma. Ar 
IE, 先 引 入 下 面 的 定义 。 

EM 4.1 EA Banach 空 间 ，z: fay 本 -并 为 
BRAK, Hea 是 在 [zs b] LATA 4, te KR stitig TEX", 
f@-VAle, 6] HTM BR. MOC) HRA, te 
RAO RAM 


a(t) = Baixei), te (a, b], 


其 中 EX, HLE Y[a, b], 使 得 
lime) — a(t) {=0,a.0.t6€[a, b]. (4.1) 


Hob, al) ALE THEM, KAR PRM KE Ea， 
bls 舍得 集合 
{e(#),t€ Le, DISE} 

AT PS CHP TAR SY A AST FIED, 

PRIME, BA, JRE, WAR, 
有 下 述 的 定理 、 

定理 4.2 (Pettis) of} Leta 的 充 要 条 任 是 了 (小 
AGTH, 且 是 几乎 可 分 信和 的 。 笠 刑 ， 当 及 本 身 为 可 分 时 。 
ag TE AE hat, 

现在 ,引入 Bochner #14, 77h, SEAM 
- 36 。 


a(t) = Bare, 0), te (0, T), 
可 很 白 然 地 定义 
| e@at=Stam(Bo, (4.2) 


此 好, w(-) 27 Lebesgue 测度 。 对 于 一 般 的 向量 值 画 数 ， 有 下 
WH eM, 

ELLS aelh [, 6] +X 称 为 是 Bochner TH 
69,40 RY BR BM CO) a BJ +X, RF 


lim {ay (4) -æ | =O, 2.6. E (0, T], {4.3} 
E 
Lim ” lay (#) -a(t [dt =0, (4.4) 
Kes tc ， 
此 时 ， 定义 
{ze = lim Fas (Ddi, (4.5) 


FRE Be +)» 所 对 应 的 Gra (+) ba 不 是 唯一 的 ， 
但 是 容易 证 明 上 述 定 义 是 合理 的 。 下 面 结果 给 出 了 Bochner 
AY ARE AY fy AAI BRE. 

定理 4.4 Bel ARTA 4, M aC) Bochner 可 积 
MARA &[2(-) |X Lebesgue 可 积 的 。 

Bochner 积分 的 性 质 与 R” 值 芳 数 的 积分 的 性 质 非 
常 类 似 。 唯 一 不 同 的 是 ， 绝 对 连续 函数 未 必 成 立 和 牛顿 一 一 莱 
布 尼 花 公式 、。 这 一 点 是 必须 注意 的 . 

下 面 讨论 Co 类 算 子 半 群 。 

定义 4.5 XA Banach 空间 。 单 参数 的 线性 有 加 年 
THe TG), X+X,tE[0, ©), HARK bY--AR EE 
FE, eR 


= oT « 


@ POsIls=Xk 上 的 恒生 映照 

Gi) Tad+s)=TE)T(s), Vi, sO, (FRE) 

Gili) lim [Te - æl =0, VWaEX, 【 强 连 续 性 3 
SM RSE SRL aH Do 类 算 子 半 群 。 

对 于 Co RMP BH TE), EM 


@(A) = {oe Xl im E TOs 2 FEN, 


Ax=lim TOe-e d _ 
#10 


dt Taleo Was EPA), 


(4.6) 
我 们 称 AN PTO) E RA, 

下 面 给 出 一 些 Ca BRT BR TOMBE, 

定理 4.6 i T) 4 Banach FX Eth Ca # HF 
HARRERA. M FIE eA 

二 存在 常数 OER, M1, 使 得 

IT) |< Mert, VtE[O, œ), (4.7) 

2° aiti cE X, HR Tds AA, w) 上 连续 
的 。 

3 对 任何 XE 有 ,有 


| Ta)wds € P(A), VEE [0, ©), (4.8) 
AL 
A({-7(s)ads )=P@e-2, (4.9) 
4° ahei we D(A), 有 
T (t)x€ @(A), VEELO, 0), (4.10) 
H 


. 38. 


À r@e=AT@a=T An, (4.11) 


BS D(A) A A HRA DADA XH 
x, tp 
NM g(a =X, (4.12) 
HAR—H KF, HF AGS 
G(A) = (py Aw) cE G(A)} 
EXXX PAM, 


6° PIAA- RETER, 其 生成 元 也 是 4 
峙 必 有 


SE =T, VE (0, wo), (4.13) 
证 1” 我 们 先 说 明 存 在 1>0, 使 得 对 某 Mel, 
ITOM, Vie [0, 9]. (4.14) 
落 上 式 不 成 立 , 则 可 找到 tat 0, 使 得 
ITD | er, (4.15) 


但 另 一 方面 , BT POR O 点 强 连续 的 ， 即 定义 和 .5 中 的 
RAF GH) Mae, BA 
sup] C jal coo, Vee X, (4.18) 
AMAT hiku se BH CB ae 3.10), 可 得 
sup| T(t) < eo, 
KH4IDAFXS BE. Alt, 可 找到 站 >0 Ma] 使 得 (4.14) 
AR, +E 
a=7 "lor M, (4.17) 
则 对 任何 10, 总 有 
tanynt, adm (4.18) 
.39. 


WG, h TOA EE CA eM 4B ep ep ii) ) 
ITO) = TOT <M 
<M. M/s = Me, 
2 wt, hS0, WA 
IPG +A T(x] ETOT e-2) 
<Me'|T he- el, 
LZ izASO, W 
IT-A- Ta T-A- Tal 
Meler- Tr, 
Wete Tio EER. 
3 对 于 wwE X,h>0, 有 


Rp (aja ds 
= +f. [Tist+hja—T(s}a]ds 


+h + 
=F T(s)ads -4p Teds, 


由 已 证 得 的 2 THELEARN AON TF POe-2, X 
EET P. 
4° 对 了 于 zeE pA), R>0, 有 

T-a 2 The 

=T(0 (DL TAs, CRYO, (4.19) 
因此 ,了 ODrE GA, A. 

AT (ta = TAa, 
fit (4.19) ERA 
T Taa- ATO a= Ta) Ax, 


。 40. 


所 以 尚 需 证 明 人 (8Dz 的 左 民 数 存在 , Bie T(t) Ae, 
事实 上 ,对 t>0， 


lim[ 72 = ate he _ rey As | 


AsO 


slim TA) THE _ 
=lim Tt W| k Az | 


+lim[T (1-A) As- T(t) Aw] = 0, 


故 得 证 4°, 
5 BE OTO, co) 为 全 体 无 限 次 可 微 具 有 紧 支 集 的 丽 
数 . MEM pE CHO, œ), > 


y=x(p)= OROL 
MAF >00, 有 l 


Wnt ya SKO [T {s +A)e—-T(sjelds 


= EE —h) — p(s) T(s)ads 
=S -Teads (40), 
HE, ASEM, YE 多 (A4), H 
Ay = EKOO 
BA, PECTO, œ), M PMECTO, oo), 因此， 由 上 面 
类 似 的 方法 ,可 以 证 明 yE PCA"), H 
Ary =(-1)" | ms) Ts)vds, n=1, 2, (4.20) 
故 有 `. 
YEM DA. 
x ne 
M. 


F= isp) ce xs peor, 60 }} » 
则 易 知 了 是 一 个 线性 子 空间 , HA 
YENA. 
AE, AEEA EX pa, MAEHE (4.12) Rh. WE, 
用 到 证 法 。 HY RX bee, BPX, 则 由 Hahn- 
Banach 定理 , 可 以 找到 一 个 wm*E a, 使 得 ww*=e0， 
a*(y)=0, YyEY, 


由 此 立即 可 得 
[pCa (Ts) eds 


=o*(["(s)P(s)ads) =0, (4.21) 
Vee X, pC -}E CRO, œ), 
手 是 , 训 知 ,连续 函数 "(Ts je) of HO, BD 
a*(T(s)a) =O, VeE (0, co), 
特别 地 ， 
Tr) = TO)) =0, Vee X, 
由 泛 函 为 0 的 定义 即 知 ，2" =0。 和 这 是 一 个 矛盾 。 因 此， 
(4 工分 式 必 上 成立。 现在 再 证 冯 是 闭 算 子 。 设 mwE DA), W 
E 


Bye y AnaY, (Rn— 00), 
则 由 已 证 的 3°" ak 4° 4a, 
T (8), — ity = f T(s) As ds, n=l, t>0, 
F n-o, 立即 有 
ZCDe-z= | Tisiads, 
REAA t>O, FES 240, 可 知 
» 42. 


Az=y, 
四 此 ,4 he aad, he AW. 

Ee 今 设 (如 为 另 一 算 子 半 群 ， 共 和牛 成 元 也 为 A, MA 
Ei rE D(A), 出 已 证 的 4° 可 知 st 一 sJS0s)z 是 可 微 
和 的。 从 而 ， 

1ra- s)S(s)a= — AT (t—8)S(s)x 


+P G-s)AG(s)e= —-Ti-s)AS(8)a 
+ T(t- 8)AS(s)s=0, 
RK, sT- 8)S(a)s E— TREGE. RB, Be 
在 s=0 和 =t 处 的 值 相 等 , 即 
T (ije = (Da, Vis0, sE P(A), 
将由 已 证 的 5° 知 ， 上 上 式 对 所 有 的 ce Xe, HA T) 
=S(é), 得 证 8°. 
在 算 子 半 群 理论 中 , 下 述 的 Hille-Yosida 定理 是 最 重要 
的 定理 之 一 。 
定理 4.7 (Hille Yosiqa) 34X» Banach SH, A, 
BAVC KX +X 为 一 线性 算 子 ，T(H) 为 中 上 的 一 个 Ch KH 
FE, RA RH 
ITOE Me, t0(M>1, aE R), (4.22) 
HAA TOMARLSRRSFRRAEGRE, 
O ARRETE DOELP GAHAN THEA 
MERAT). 
(ii) 对 任何 入 E (w, 00), RAAS AI-A) AA, B 
为 线性 有 界 莽 子 , 满足 
JRA, APIS aay WA>o, nel, (4.93) 
证 DEH, HARTO 的 生成 元 ， 则 由 定理 4.6 的 


+ 43. 


5° AEAT KORY. MEOD. Aie E 
ROMs = [oem T(t)adt,h>a,e€X, (4.24) 
HH ARE (4.22) A, 上 还 积分 是 存在 的 。 对 于 ADO, ROA 
eS T Ro =f oT + hw- Talat 


-Ë Ab] 
h 


(eel (iadt 


gah A 
- = fem T edt 


Re (hoD), (4.25) 
因此 , REA)@E GCA), H 
ARGA)@=~ARA)a—a, Vee X 
或 
QI-ARGA)=T!I, (4.26) 
AWS ee GA), 又 有 


RA) Ae fiT ant 


=lim(" k at AT (t)andt 


ae 
=A final" pad ]=AR@)e, (4.27) 


些 处 ,已 经 用 到 4 的 闭 性 。 因 此 ， 结 合 (4.26) 和 (4-27) 式 , 何 
得 到 


RAAI -Ajs =w, YEE GCA), (4.28) 
Hedy RCA; A) = (AL - AD? Be MN, 
R(A) = ROA; A), VA>o, (4.29) 


ER FAB AE Tj LE 
a t RCA) = (- Df He MT (tad, nO, (4.30) 


阅 时 ,也 可 验证 
aw ROA) =(-1) RA; A)", ne0, (4.81) 
Fl th, h (4.29) ~(4. 31 9h. 3] 


A, — 1 = nela- At + 
ROA a= yt oT (t)adé, n=l, sE X, 


(4.32) 
从 而 ， 
Ld M = t= UTAJE 
[ROAST Say fete eds 
_ M 
“Kaye? mæl, 
IE EC), 


充分 性 ,对 于 A, 定义 下 述 所 谓 的 Yosida iB if, 
A, =ARC AD =MR A) WAL, AD, (4.33) 
WA, AX bLHRAAA RS. SABIE FRESE, 
lim Ae = Az, Wee GA), (4.34) 
实际 上 ,对 于 «€ BCA), (4.23), 
JARCA A) e = al = [ARG Ael 


=[R CN 4)4zl< 4 | Awl +0 


(A-»co), 
H PCAFEX pH., Alle, 注意 到 
MA 
AR A} < hoo —» Af (A= Y}, 
可 知 
AR(A;A)e-ea, Woe X (六 -> oo。 (4.35) 


Ait, Vw GCA), 注意 Awe X, ee (4.95) a 
+ 456 


lAs — Aal] = JAAR (r; Ae — Ar] 
= |} RA; AAs — Ar| -»=0, 

因此 , (4,34) 成 立 ， 现 在 ,对 每 个 固定 的 >%@, 定义 

gät = > AE 
由 于 A, 是 线性 有 界 算 子 , KEE I, TE, 完 
全 类 似 于 指数 函数 时 级 数 展开 的 有 关 结 论 ， 我 们 可 以 验证 
ot EX EK CRATER, RE MA, APCA,) 
= 有 至。 注意 到 


| esat | = | gg Attar (ab aye | 


fo 4 in Rin 
aot $A BOs) "| 


wed n 


, t20, (4.88) 


= A” ae 
ety A" (4.37) 
= MeO 
-Merca =M est, (+00), 
XIIF As >O, As, Ap 和 et, sa: 之 间 均 是 可 以 互相 交 
换 的 。 因 此 ， 
[esa 一 etry | = [ | 二 (atspieda da | 
"ads ` 


sft gAstagaxt-9( Ae An) jda 
a 


< f prea tg getande 
和 
“ [A,x 一 Agl 
Ct] Ar — At), Wh, p120, t0, 
It, C 为 一 个 绝对 常数 ,于 是 , YzE DCA), HERRA. 34) 
+ #6 ， 


AH, (ette 4>0) ZEEE OCO, fo]; X) E Cauchy, 从 而 ， 
再 注意 到 DCAD ALA op Ba, a 
lime4*2=S(Ha, YE X, (4.38) 
Ao 


关于 + (0, 如 ] L— Book. 利用 ett BRE, aR 
限 , 易 知 访 (如 是 一 个 Co RATER, Bh (4.87) KM 

[S(t |< Mort, 0, (4.39) 
MF ce OA), MADURA, 有 


Ss -a@=lim(e4**¢ —w) = lim | "e4"A,ads 
Ase ho. 
= fiS) nds, (4.40) 


此 处 ， 用 到 e+" 4,0 AEA ANA RRA ERAS SC) 
Ar 这 个 事实 。 今 设 卫 为 SD 的 生成 元 。 则 由 以 .40) 知 ,对 
EA «6 D(A), WATE, H 


Bs = lim S Oe ~limt S(s)Avds = Ar, 
t tao È t 


(4.41) 
ETA, E E AR—ARWRr RK, WE BRA, HAH, E 
TEE SC) 4 RIL, He TERM DEE, WRA A>o, 
EAI- B) Ail ~ A) HAA A SHREARAT. 
Alt, SEAM ce SOD), A 
OI- Bre X= GI- AGA), 
RTE VE PCA)» HCE EB BDA) 
GI- Ba= (AI -Ajy= (41 -B)y, 
因此 得 到 
tyE BCA), 
故 知 As B, PHEA 4.6 Hy 6° 4 S(t) = TE), 


+ Y + 


由 上 面 两 个 定理 ， 可 知 Op SET COATED 
TA -—- MWK, Bd PCH) AE wae A, h At PE 
WETH. Al, Sa AT Any Oy 类 算 子 半 群 记 
作 ee。 值 得 注意 的 是 ， 由 于 4 一 般 是 一 个 稠 定 闭 算 子 (未 必 
iH). (Ai (4.362) 式 的 展开 式 一 般 是 没有 的 。 Pre 
of 仅 是 一 个 记号 。 其 好 处 是 它 明 显 地 表明 了 所 对 应 的 生成 
元 。 以 后 , 当 女 为 e4 的 生成 元 时 , 常 称 委 生成 ed 

算 子 闪 群 理论 的 内 容 十 分 丰富 ,无 法 在 本 书 中 详细 讨论 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参看 本 书 末 屁 所 列 的 参考 文献 ， 

下 面 , 讨论 一 下 抽象 发 展 方程 的 一 些 结 果 . 

RT BUX H Banach #0, A 生成 Cy AATRE e4 
且 满足 (4.22)。 先 考虑 下 述 的 发 展 方程 

人 = Ay(#) + Fit), tE jo, T] + 
y(0) =a, 
itib, F: [0, F]-+X HMO, EX, 

HM 4.8 AOE, Tl, KX) HA (4.42) 
的 一 个 十 典 解 , to Ry) AO, TILAK TRAY, YHOE 
P(A), VEE, T], HEE AD ABA, 

在 以 后 的 讨论 中 , 会 经 常用 到 下 还 记号 

CCO, T]; X) = fy, (0, 2- 三, yC EEE). 

£°(f0, T]; X) = fy, [0, TI +X, y ) 是 了 次 可 积 的 }， 

lp< oo, 

ECO, F]; X) = fy, [0, T]>X, (+) FAA A A} 
Ri, BAO CLO, Th X), W0, T] X}, =, w 
F. 

命题 4.9 FOEL, TX), 则 对 任何 的 wE X, 
(4.42) EF HA-SERM, PRR t ARYO) HAG 
+ 48. 


(4.42) 


if, Cob TARY 
y(t) = eft + [res ea f(r)dr, te [0,7], (4.48) 


E By AAR, 则 易 知 s ety) 是 在 
O, H aye, AE, 


fi fedte-ny(s)] = — Aete-ny(s) + ort-sy(s) 


= — Adei tyi) + etto Ay(s) 
+ eal) f(s) = eA F(s), 
FOEL, 工 ; 也 ) 时 ， 上 式 最 右 端 是 可 积 的 。 因 此 ,对 
上 式 在 [0, 条 上 积分 得 


y(t) = ett + {oe Fads, tE (0, T]. 


这 便 证 得 了 (4.43) 式 。 而 堆 一 性 是 这 个 结论 的 推论 ， 因 为 
BAC) Mal.) 为 (4.42) HAAR, MW Sel amt) - 
nO), ER RG.42), Rea se =0, fd) =0, 因此 ， 
由 (4.43) 式 ,y(')=0, - 

注意 到 , 利用 同 有 限 维 一 样 的 方法 (部 SD, SHARAR 
ATH, REJCE, Thi X), HMB. ADAH 
解 的 存在 唯一 性 。 但 是 , 当 万 为 无 界 时 ,这样 的 期 望 往往 不 能 
KA, Aih ERAP, WAER SORT REE 
的 。 因 此 ， 采 用 古典 解 来 研究 形 如 (4.42) 式 的 发 展 方程 对 我 
们 今后 研究 控制 理论 是 不 驶 用 的 。 上 面 的 命 古 启发 我 们 引进 
于 述 解 的 概念 。 

定义 4.10 如 果 8( 1) 满足 (和 43) A, HB RYDE 
C(O, T]: X) a (4.42) 的 一 个 ymild #, 

这 样 ， 为 使 地 .42) 存 在 mild 解 ， 只 需 权 fC) E Lio, 
Ly, XRT, IR, ROAR, WAR. 
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古典 解 的 话 ， 它 必 基 由 人 .43) 式 者 示 的 4 )。 因 此 ,mila 解 
是 一 种 广义 解 。 它 在 使 用 时 是 相当 方 全 的 。 
MERKT ERE RR E, 
pa = Ay) + f(t, yE), tE (0, T]. 
y(O) =a, 
直接 引进 下 述 定 义 。 
HEM 4.11 He BM y(-}EC((O, T] 至 ) 为 (4444) 式 的 
一 个 mild 解 , 40 轩 9(') 是 下 述 积 分 方程 的 一 个 解 , 即 


y(t) = etn + | ete f(r, yr dr, te [0, TI, 


(4.44) 


(4.45) 
假设 f. (0, TI xX +X 满足 下 述 条 件 ， 

CD 对 每 个 国定 的 2E X, fO, æ) [0, T] >X 是 强 可 
WAS. 

Gi) 存在 常数 工 >D0, 使 得 

IFG a- f(t, DEl- 2], 
Yie, T],«,8E X, (4.46) 
IFE, a ELL + jel}, Vie (0, T],ae X, (4.47) 
则 有 下 述 的 存在 唯一 性 定理 。 

定理 4.12 2X4 Banach 空间 A P(A)CX-+X 4 
成 Oo RE TPR Ct, RSF, (0, T] x XX RA Lik y 
£eO~dD, 44.44)4 A-d— oy mild # yy) € OC (0, 
T);2), 

证 BE, we Ee 2( EC (0, Th), 
函数 FC, 2C-)) EA MAY, 我 们 可 以 洁 全 参照 $2 中 引 理 
2.3 RUE RSW. RE, HADAR 4d, 
mee fCse- DELO, TX), Rin, eM 
- 50 。 


y(t) = etw, te 0, (4.48) 
y(t) = etn + {ote fr, yz) dr, mL, 
(4.49) 
从 寺 面 的 说 明知 ,由 于 在 归纳 定义 时 ，y”!(- ) E00, T] 
X), BBFC oC E LO, T3 X), AT YC HEN 
且 也 是 连续 的 。 现 在 作 估计 。 为 方便 起 见 , 设 ez>0， 
jet {= Met, i20, (4.50) 
则 有 
[C—O <[ Mow lL + Morrlel)dr 


=ML | ,ear + MD Jat 


<K(1+ | 下 
此 处 乓 为 一 个 绝对 常数 , MR Mo 和 了。 于 是 


IO 一 内 的 | Me nD -yn jdr 
<MorE A+ fap), 

归纳 地 , 可 得 

ig) -DJEMTE A + fof) ZO", 

i=0, mel, (4.51) 

类 似 于 定理 2. 的 证 明 可 知 WC)? moo Æ C (C0, THX) 
Æ Cauchy 的 。 同 此 ,可 设 yC ECO, ThA), 使 得 

limjy"(#)—y()} =O, HF CE LO, TI, (4.52 
然后 ,在 (4.49) 中 取 极限 ， 可 知 %(`) 是 (4.44) 的 一 个 mila 
E. SETO ECO, Th X) HA-A mia 解 , 则 有 

O-PS Meto) -9 lar, 


- 51> 


从 而 
oy -ON SME feu- Ade, 


(4.53) 
利用 Gronwall 不 等 式 ( 即 引 更 2.5) 知 
ely) -FOI<0, viero, TI, 

从 而 得 证 唯一 性 。 

最 后 , 再 讨论 一 下 解 对 初始 值 , 初始 时 刻 的 连续 依赖 性 。 
由 于 妇 的 无 界 性 ,有 些 结论 与 82 中 相应 的 结论 会 有 本 质 上 不 
间 的 地 方 . 

类 似 于 82, 记 和 %,s( ,) 为 下 述 问题 的 唯一 解 , 即 

Yes (8) = 0460-e 


+ [ete Fer, yealr)dr, se lt, T]. (4.54) 


它 对 应 的 是 下 述 的 初 值 问题 : 


{ee = Ag, eE) + FAET Yeal S )) ,seé([t, T]. 


Yrs t) =t, 
(4.56) 


对 于 上 述 问 题 ,有 下 面 的 命题 . 
命题 4.13 设 定理 44.12 的 条 件 满足 。 MAAF AO 
RMT M La, T, 4 
Pye, s+ lz); Yt, w) ETO, T] x27, 
sett, T], (4.56) 
Nye 2(8) —y: O ESSET vte, T], 
o,@eX, sel Tl (4.57) 
Iyne(8) -Yfel O(n- — Tx} 
+O + {oD 
. 52. 


vt, fe [0, T], ce X, se (et, T]. 


(4.58) 
证 由 (4.54) 式 及 条 忻 (4.47) 知 | 
He) EM er en a 
+ Mort LA + lyss Dar, 
所 以 
emea y, ss Me Nel + ME “dr 
+ ML ["ererly.e(t)]ds, (4.59) 
利用 引 理 2.54 
etal 8) Me e] err ons) 
+ | MEererexcermdr 
wR 


[Yes Ce) <M ale Met) t-n 
+ ME [ewro (rdr. 


所 以 他 ,56) 式 得 证 。 今 考虑 zy 2EX, te [0, Tl, 则 有 
EEES EE gC8) [<M er Ola Bl 


+ [Meron lelt) -y ldr, 


故 知 
EAr Ye aE) es C8) = Me“? |2 — | 


+ | MLe- rly,.aT) — Yesr) dr 


(4,60) 
所 以 ,由 引 理 2.5 可 知 
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ey) y (8) I< Mee le Biever, 
PRCA. BTR, I, PR Ostia, sE X, fas， 


gies) ys. f(oteB — ett P af 
+ [pate CML Ye, eCE) -Yr oF) ldr 
+ Mo eoL + jase) Ndr 
Mee-deatn Taf 
+ ML ferem + yD Dar 
+ ML [eum ly, a(t) -yrs rd, 


所 以 
ey) ~ yrs) NE MeN (64-9 _ Ty ah 


+ ML f er + ly aft dr 


+ ML fi 6 Thy, aT) -YF CT) dry 
vse ft, TI, (4.61) 
利用 引 理 2.5, 得 
ey) -Y aks) | sex OT) (Met (eae-9 Tel 


+ML f ert + iYe lT dt} , 
从 而 


eres) ~ YF, (8) 1 Me WL 0) er- (ed 了 ya 
Ni- 

j er ET + lye Ddr, 
- 54. 


+ Mie 


由 于 ANY EEE, Hao" 按照 算 于 范 数 不 是 连续 的 ， 六 
此 ,在 以 .58) 式 中 出 现 了 一 项 


Oje Taf, 


当 1# 一 ‘Ont, EATE, 但 是 它 趋 于 零 的 情形 是 依赖 于 %* 
的 。 


$5 偏 微分 方程 有 关 结 果 


在 这 一 节 中 、 将 简单 介绍 一 下 本 书 中 将 要 用 到 的 偏 微 分 
方程 的 有 关 结 果 。 大 部 分 结果 的 证 明 都 是 相当 宛 长 并 上 其 很 高 
StH. Alb, PARA EIEN, see 

言 ， 只 要 能 理解 这 些 鱼 论 的 意思 就 可 以 了 .而 对 于 比较 熟 
悉 侦 微分 方程 理论 的 读者 而 言 ， 本 节 的 内容 恰 好 给 出 了 一 个 
篇 微分 方程 有 关 结 果 的 小 结 ， 这 对 于 阅读 后 面 有 关内 容 无 疑 
Ze A BBA, 

首先 ， 我 们 罗列 一 下 有 关 索 伯 列 夫 空 间 的 一 些 结果 。 现 
介绍 下 面 的 一 些 常用 记 导 。 设 有 R" An Ka, RR 
ARABIA @ = (tis Bas ry Ta), Bea, «+, 0, WEE ASE AE 
Bl. PM a= (ay re …， O-PS SEH, ME 


Fea = 
wt = FDI "ns YE = (#15 Tay "y a), 
RAID D=(D Da =, Da), Ep D-2, 而 简 记 


Oty ° 
De = DED} -Le 


a ,0 oan 
BE "a gam" 
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SE 22) RnR, Hains 20, 闭 包 记 为 
OQ, 我们 总 设 38 是 光滑 的 。 比如 说 80 是 C* 的 ， 即 对 任何 
TE AQ, 存在 一 个 小 球 B， 以 2 为 中 心 ,对 某 个 5, 使 得 89118 
可 以 癌 示 为 = 站 ETT fnis HAX yE 
O 的 ， 

我 们 记 CDM COD PAM AELF QM A EA mK 
连续 可 微 函 数 全 体 ,而 记 C#(O) 4 CO" (Q) PRA REER H 
Ket, BE e( ECU NDHKARA KES, 如 果 对 某 个 紧 
E QCH, 有 . 
pir)=0, Yre AG, 

对 于 y( )ECm(0), 及 1<<Pp<o%0, 定义 
= Ile = (f, Z Dwl)". (5.1) 
一 般 而 谨 , 并 不 知道 (6. 了) 是 否 有 意义 ， 即 右 端 的 积分 未 必 在 
E., 于是, 令 
ČIA) = (YC) ECCA): Tyme <}, 

则 容易 知道 ，(5. 了 1) 是 rM LEA. AEM OP(O) 在 
WR les 下 是 不 完备 的 。 将 该 空间 按 1 1m,s 完备 化 (即将 
所 有 Cauchy 序列 的 极限 全 部 与 名 (0) 本 身 合 在 一 起 ). 记 此 
完备 化 了 的 宅 间 为 丽 ~?C8)。 类 似 地 , 记 O7C9) 在 [1m,s 下 
的 完备 化 为 33C90) . 当 p =2 时 ,也 常 记 开 "(9) = AQ), 
WF?2(0) = Ha), ABM. Wara) 和 WT) A 
Banach 空间 , 而 吾 "(RQ) 和 H%(2) jy Hilbert 空间 , HA 
BUR 

Gs Dn- |, RD yD, (5.2) 


bLNP RO SMARA Ea AS BM, A AER +> R 
y(-e We (2) 4 4 yO 的 所 有 Br lai sm) 的 广义 
. 56. 


导数 Deye L(g). 

FREER EAM ARA Re, CERANAE 
WBC O41 BRA. ASR ER, Borat 
概念 ， 设 下 和 了 为 两 个 Banach 空间 ， 称 蛋 是 连续 地 嵌入 到 
了 己 和 二， 如 时 存在 一 个 连续 线性 的 一 一 映照 各 之 了。 此 
时 , 记 

. AGY, 
Moh, E te RAT, E EA a Y pA 
BURR {ty} CX, [tal x<Cr RATA Outs BB i En) 
EY He sh), WR RA A RA, 
定理 5.1 OAR pH-+ARRKEIR, 
G) 对 任何 整数 mie 0, le pra oo, 


Ver (W902), (5.3) 
Gi) i aR 4 O 1, 0<jem, l<r, po HA 
lsti m, (5.4) 
p r n h 
ny 
Wr CW (5.5) 
LRA RG, 
Gili) # 20 是 Or 45, 则 
rr Tr Oan CA), Vip<n, (5.6) 
WERC (O), vo<o<k- 5, (5.7) 


为 了 对 上 述 定理 加 深 一 点 影响 ， 再 来 看 一 下 上 述 结论 的 
一 些 特例 。 
I° imsi, lapar +o, 则 (5.3) 式 恋 为 
LGE), (5.8) 
REER LP ss le SAR. ASR Holder 不 等 
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式 ,读者 不 难 证 明 访 结论。 
2 thm=l, j=0,1lr=pco, M(5.5) RBH 
Wn) SG Len) (5.9) 
ARAB IRA, MAER Yr hR, KE 


fsal = [| Jo (a) ?rdw 


+f È PATO) ao] <0, vkl, 
(5.10) 
则 必 存 在 一 个 子 列 CO}, EEA (DELO), A 
la 人 | i-e) ) =0, (5.11) 
不 过 ,需要 特别 注意 并 非 对 任何 的 7， pel œ), 都 成 立 
FODEL), (5.12) 
要 使 (5.12) 式 成 立 ( 且 髓 入 紧 致 ), RE 
154 4. (5.13) 
P y n 
3 k=l, 则 (5.7) 式 变 为 
WDC), vose<l-5, (5.14) 


上 式 意味 着 当 多 > 时， 任何 下 2 rga) 中 的 函数 必 是 Holder 
连续 的 。 但 仍 需 注意 , 当 panki, W0 中 的 函数 末 几 是 
连续 的 1 这 是 由 于 导数 是 广义 导数 。 初 学 者 对 此 点 必须 特别 
当心 。 


现在 考虑 边 什 问题 ， 
4u(@) =F (3), £E Q, (5.15) 
vla = 0, (5.16) 


Werk, Ay Re ij --4- ATH Rt, By 32, Rik CO 是 
SHH. m 4 MA Laplace HF, HH MW 
+ 58. 


” 4 
dv= F (5.17) 


t=! 


Ao, BRP) 是 给 定 的 。 方 程 (5.15) 常 称 为 Poisson 方 
42, (5.16) 式 常 称 为 齐 次 边 值 保 件 , 因 此 , 称 (5.16)、(5.16) 式 
A Poisson 方程 的 齐 关 边 值 问 题 。 对 于 该 问题 ， 有 下 述 的 经 
典 结果 ， 加 
定理 5.2 (a f(-)E€O-(0), O<a<l, MAAR 
的 of EC =(2), 2 (5.15), (5.16), RAARRAT ns 
a,24 Fa C, 使 得 
[oie Of Flosa (5.18) 
(iD @ fC) EL(Q), l< po, NAAR ijol) 
€ W202) NPE CO), 满足 (5.15)、 (5.16), Eø Atit 
Tn, p,a hRg O, 使 得 , 
a flaca. (5.19) 
ERA 2S FET Bh EB A E R i T RA 
AR CSR AE). STR RE 
(5.15) 式 中 ,将 Laplace BF 4 换 成 


-x a 
Lv= pa Sula) ERT 


+ dae) e +a(z)o, (5.20) 


其 中 ， (a > 0) | 
人 ee WE= (£1, s EJ ER", cEQ, 
a(a)<O, æE Q, 
(5.21) 
Bay) = 46) aC) aC) RAER, 由 于 本 
里 59 * 


世纪 不 会 用 到 它们 , 故 在 此 不 详 述 了 。 

上 述 定理 中 的 结论 0 BRR, REN E A FO 
Or (D) (0<a<1), 则 必 有 唯一 的 092'* (人) 的 解 OC +). SAL 
二 阶 线 性 椭圆 型 方程 的 这 个 理论 常 称 Schaudor 理论 。 必须 
注意 ,该 结论 对 于 a=0 是 不 成 立 的 ! 可 举 出 反例 说 明 存 在 连 
SR SC 使 得 问题 (5.15)、(5.16) 不 存在 CO), EH 
5.20 0) 告诉 我 们 ， 当 C) 是 L(a) i, <p), 
(5.15) 、(5.16) 存 在 唯一 的 Wee (Od ee, HET A BR HE 
APA A AY TF A CE eS RO LP we ie. 利用 Sobolev 


RAHM, 当 D> AY M 0C-)JLC* (@)(O<a<2-%) 


#1, 进一步 ， qe pn, oy wt: BIC (A) (O<act— n), 


现在 ,考虑 下 述 的 所 线性 方程 


人 五 (zz v,(2)) =0, xE Bp, (5.22) 
vlas = 0 
其 中 , Br= {ee R’, [el< R}, R>0, e>O, 上述 方程 的 讨论 
将 对 第 三 章 8 3 的 内 容 起 关键 作用 。 对 函数 A, R* x R*->R 
作 加 下 假设 : H- -) Æ UO! 的 , 且 
H, 0) EL (Bs), (5.23) 
H,(2, p) palp? Yp MBA, ce Br, (5.24) 
| H(a, p| =Car + |p|), Vee By, pER*, (5.25) 
定理 5.3 设 (5.29)~(5.26) 成 主 ， 则 问题 (5.22) 存 在 
唯一 的 解 of E Oral By), 有 


J+) lini < FI HG, 0) ie (5.26) 
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Fit, TEA ERE, 在读 定理 的 证 明 中 , 包含 了 许多 很 
好 的 证 明 技 巧 和 思想 ， 
证 ”第 一 步 ， 一 估计 ，。 
BoC) EO Bo 为 (5.22) 的 一 个 解 。 假 如 存在 zeE 
了 as， 使 得 
v(x >us), Vs E Bes (5.27) 
则 易 知 ， 
vra) =O, Aule <0, (5.28) 
因此 , B (5. 2250 
w(t) = eAv(to) + H (8ps Ve(%)) 
<H (x, 0)<] H(-, OD jrn. 
帮 结 合 (5.27) 式 ,可 得 


oo) SE) HG, O) joy VER (5.29) 


同 理 , BFE ee Ba, 使 得 
v(a EPE) Va E Be, (5.80) 
贴 


v>- EAC, O) limena YoEBn。 《5.31) 
注意 到 ojas, = 0, 可 知 
[PC ere RI LCs econ. (5-32) 
第 二 步 ，sup1D2[ 的 信 计 。 (Dv= Vox vs). 
仍 设 oC) ECBA K E.D — AHR, FER 20 € 2Be， 


r>0, > 
Brey) = {w ER", |a—yl ths 
使 得 
« 61. 


定义 


则 易 知 ， 


定义 


Fr) N Ber= Bey) NOB, = {2}, (5.33) 
d(x) = dist(w, 8B,(y)), € Bg, (5.34) 


[o =|ja—yl —r>0, Yz E Bp, wae, (5.35) 


d{a) =0, 


4a) = Log +hd), VWdE[0, 00), (5.36) 


此 处 ,有 Ae 为 待定 常数 。 然 后 , 置 


出 


wo) =de), æ € Be, (5.37) 


= t-=-y 
Vela) =W a) = 
_1 k -y 
DEELT OSCENI 
Awiw) =p” (Al) ) +y (dw) ) Ad(a) 
= r 1 k? 
= -1 (d(æ))- E MESH 
= -pý (d(@))? +m- 1p dY) s 


Bish, ddl) =r-1, YecBr, MT, 
e4w(2) -iola + Ae, Vote) 


+ €2 + 


= — epy (d{x))? + e(n- 1) (d(e)) 
—Au(2) + A (2, Y (d(x) EEA 


< EUY (EE HAL oC) | sm ppy 
+Ca(l + |y (dæ |) 
te(n—1) 9" ds)) 


<= — (en OD (d(2))}? + HG, Ob aca 


+Cat+e(n—L)[y cr) +1] 
<- (eb Op) i FHGP 
+{H¢-, 0} p0+Ch, 
此 处 , ChCete(n-1), Karl 待定 , 置 
AW = (@ © Ba, da) <a}, 
暂 记 = | HC, 0) [zarn + Crs HA > Op/es M 
edwi) — hota) + ne Vur(a)) 


<- (e#- Op) a 3 人 t 


m e(r) =a 时， 
wa) = p(a) = = log(1 tka) 


Fe ELS SUR Ay & 和 a, 使 得 
b>C,/e, 


i 
ten- Oh) ~- as a faye * <0, 


log + ha) > (C+) |nr 
如 果 (5.42) 式 成 立 , 则 


| cedwir) — av(2) + Hie, Vat) <0, EAN, 


wD |e 


因此 ,车 记 O(a) = wa) -wtw), 则 


(5.38) 


(5.30) 


(5.40) 


(5.41) 


(5.42) 


(5.43) 


edle) + A(x, Vw) — H (æ, Vor)) 0, 2€ 7, 


由 于 Hi- 少 是 O! 的 ; BOAT ce SL 
HF ta) = | Hees Vo(a) 


(5.44) 


+ 6. 


+a(¥uw(a) — Vo(e)) de, sE Ba, (5.45) 
Fa J, Be (Bd) ARR 


edale) + Hw) VO <0, EN, (5.46) 
O(a) 220, EO", 
我 们 说 , 此 时 必 有 

B(s) 0, vw EB {5.47} 
事实 上 , H(S.45) RA, 存在 ?>0, 使 得 

[H@|<re, vecEf。 (6.48) 

TH, SB 

Eels) = O(a) - der, 
则 有 


edla (æ) + H (s). Veale) 
= eda) + H) Vel) 
— Orfer~ (H (2), gp] er™ 
-drier |Af(2)|]e7" <0, (5.49) 
it, SAHA oo) EVM ARR. BOO 
TE zeE. af 取 到 一 个 局 部 粮 小 , 则 
Aly (ay) + Hla) VE ttm) = Aale) 0 (5-50) 
3x5 (5.49) T., IAT. 有 
inf &s(@) = inf Lala) 


即 
infrerey — de") =inf (@/a) —de"™), 
时 Ee 
A 6 一 0， 得 到 
inf 8(z) =inf O(a) >0, (5.51) 
Re AE 8 (5. 47 aK, OP BB 
OD) awe), YEN, (5.52) 
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类 似 地 , ye ed (2)), 可 证 
vom) Ye ENR. 
再 注意 到 ， 
w(x) = ¥(d(a9)) = ¥(0) = 0 = veo), 
A, SHER CCW, 有 


we) — OCE) a WE) — wa») 
EREM > ies 


Sle- xl->0, 得 到 
| De (eo) | < Dul] =W (0) = 4, 
由 于 wo€8Bs 是 任意 的 ,得 到 
iDo) | <4, Vie Obs, 
RÆ HAAD. 取 
A 
z 


-了 工 和 +o=n0 
w Tria T 


i 
IgA + he) = =| (+, O) firan 


+1, 


E= 


从 而 ， 


* ` 
Lthax gr! Diamesa) 


k= Ac 人 + #a) = NE MER TOTH gmc oar, 


因此 , H (5. 56) sh a 
(Dos) |< Joy et py) 


={{H¢-, 0) fam 


R 


(5.53) 


(5.54) 


(5.55) 


(5.56) 


(5.57) 


FREE 20), pen 
+O] "2 Ae it La vw EAB, (5.58) 
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第 三 步 ， sap! Du} 估计 。 


Bol) EC Ba) (5.22) Ki -~ 4, RE PR, 
e4|Do|? = e S34(03,) = 2e S40) vo, + [Vosi] 


=233{[hw~ Ha, De] va} 
+2e $ [vas]? 
€ea-1 
= 25 (Aoi, ~ Ha (2 3 Dv) Da, 


一 ees Dv) vray 


+2e 3 [vrs [2+ 2e Bona]? (5.59) 
ġ. =l I=L 
idej 


>22] Vo- 2H, (zy Dv). Do 
. n 2 
~ H, Ce, Dv) -DI Do]? +28 (So... ) 
=2,)/V0j*-24,(e, Dv) Do- H,(a, Dev) 
` DID]? + 2 (wo- Hm, Dv))?, 
因此 ， 


ed [Dol + 五 (az Do). DI Dof? 
322A Vo |t- AG, Dv) Do 


+ 1w _ Hw, DO) (5.60) 
HAH (5.24) 知 存在 L>0, 使 得 在 区 域 = iw € Bay 


(Deed! > Dy py 
e4|Dv[?+ Hew, Dv) -D|Dijt 0, (5.61) 
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国 此 , FEA a (5. 46) eS Be ATARE H, 可 得 
sup| De]? = sup! Dv |*<max {L*, sup] Dv]*}, (5.62) 
Ag aBr a 
出 (5.58) 式 及 B, 的 定义 知 
sup [Deo] amax{L., (| A(s 0) | rem 


+ Op)? ee MED gacie (5.63) 
上 式 对 (5.22) 式 的 任何 0 解 均 成 立 。 事 实 上 ， 令 2) 为 
(5.22) 方 程 的 一 个 O om) EC Be E 
Dy,(2)+D*v(a), FE Br 上 一 致 ,VB8|<<2。 (5.64) 
则 易 见 
Goal E)E = EA Dal) + Mee) H (a, Donl) ->0, 
关于 we Be 一致。 (5.65) 
令 
Hn{xs p) = H(t, p) + gm), cE Bp, pER', 
(5,66) 
则 HaC DRE AC, 类 似 的 条 件 。 因 此 ， 有 类 似 于 
(5.63) 式 的 不 等 式 对 vm: MIL, 4 moo, 可 得 到 (6.63) 
式 。 
AM H Wera 估计 。 
HE oC) EC Bg) Wy (5.22) ARRA J a B= 
(5.32) Al (5.63) sh ie. 因此 ,对 任何 ww€ Bp, 
lvla) — Hw, Do(w)) | 
<| HC:, 0) | pecan + Cx(1 + sup| Dots) |?) 
CC] HC O) | zacugrs Ay Es Ly Cp), (5.67) 
所 以 
FODS) HO, Do) ELC Be), 
由 定理 8.2 知 ,对 和 尾 何 1 <p<co, 
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Nolo ees SCI fl ceca SMa. (5.68) 
Mosk, Mo MAKTE, O) | rom he D, Crn p fl R, 
第 五 步 ，(5.32) 方 程 解 的 存在 性 。 
为 证 明 (5.232) ea EERE, RTE Fe. 
引 理 5.4 (Leray-Schauder 不 动 点 定理 ) AW 
Banach 空间 PT, Z>Z R—-AARYHERM, BEA GR 
M>0, igitiir g [0,1], 2A 2E2 BA =0Tz, WH 
AŻ 
ljz< M, (5.69) 
RT ERAS COT RD EZ, Tey = go). 
我 们 在 这 里 不 证 明 该 引 理 、 有 兴趣 的 读者 可 在 有 关 泛 函 
分 析 或 偏 微 分 方程 书籍 中 找到 证 明 。 现 在 ， 利 用 该 引 理 来 完 
BUSTIER, He 2=Ch*( Bz), Heh, BECO, 1) 为 一 个 
HER, Ma, ESL T, OHA Be) >C*( Bg) 如 下 ; Yw(*) € 
CM Bp), v= Tw 为 下 述 问题 的 唯一 解 ， 
en iw- (x, Vw) =O, tE Bp, 


vlon = 9, 


(5.70) 


由 定理 5.2 知 二 TwEOm2(Bg)， 因 为 w(') EC (Bp), 
(+) EO}, Mili MC) = H(-, VWC) E(B). A 
(ET w+), DC) CC" (By), RDA 


| Peo — Tål ongo S| Cw - i) 
+A(-, Ve) 一 Hl, Vues) foie) 
< [Ale won 


+OC|Vulim, [Vó] w- ólom] (5.71) 
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Wa, TERK, BOA, A 
jal ovacin aC, Vel, (5.72) 
T i 


(Twal oE) =£] AWU p 一 Hç "s View) | orba 


© . 
=F [Attn once 


OTD leu} onin] =. 

易 知 , Ce (Bo PRAA O (B PRAM, Kit, T 
是 一 个 紧 映 照 。 今 对 任何 9E [0, 1] JENE emote, € 
Birt EH, 

—edv+o.0—-oH (a, Vv) =0, cE B,, 

| vex, =, 

易 知 ， 对 于 oE00, 1), MHS. 23)~(5.25) HMw, 因此， 
对 于 任何 (5.73) 的 C+ (Bam 2C:), 册 前面 的 第 一 至 第 四 
步 知 ， 


(5.73) 


Ol ws. cco, VI< p<, (5.74) 
今 取 p>; Tp MO<R<1-—. AT, OI) RM, FFA 


常数 M>O, 不 依赖 于 oC oe CO, 11, 14 
le lovee <4, (5.75) 
fo-Om,o=O, W ERER. Mi, BS 5.4m, T 
存在 一 个 不 动 点 。 凑 (5.22) y TE AR OCDE 
CoA Ba), 
BAW, (5.22) FRAME — te. 
假设 oC-) A OC) A (5.22) FRM Te. Bw) = 
w(-)-%-), WE 
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-e4w + mo- H(a)-Vw=0, s & Bp, (8.78) 
1 Wien, =O, 
此 处 ， 
Ha) = [Holos Vela) + rV (W) — Vala) dr, w E Br, 
(5.77) 
SR ST (8 47) 0 EBA, 可 得 
w(x) = 0,26 By, (5.78) 
E T ARE — tE, | 
上 面 定 理 的 证 明 方 法 通常 称 为 先 监 售 计 方法 。 相应 地 ， 
估计 式 (5.82)、(5.58)、(5.68) 及 (5.68) 常 称 为 先 验 估计 ， 
BR SE, EM 5.3 的 结论 对 更 一 般 的 二 阶 拟 线 性 
椭圆 型 方程 及 更 一 般 的 有 界 区 域 均 成 立 。 出 于 本 书 椒 会 用 到 
那 更 一 般 的 结论 , 限于 篇 幅 , 这 里 就 不 详 述 了 。 
现在 ,考虑 下 述 问题 。 

EA +h — Ata, v,) = DZE 下 1。 (5.79) 
上 面 问 题 与 (5.22) 式 不 同 之 外 是 ， 它 是 在 整个 民 " 中 求解 ， 
BR HCO, BCH, H 

AC-, ELR», (5.80) 
Hie, ppal p| VeeER", |p|=L, (6.81) 
| H (a, p}|<Co(1+ |p|’), 
Vie, DERRER”, (6.82) 
HEA B.S 知 , 当 《5.80) 一 (5.89) 式 成 立时 ((5. 28) ~(B, 25) 
式 此 时 必 成 立 ), 存在 va E 07e (Bopi E 
—edoyt hv, — H (e, Deg) =0, co By, 
| plea, =O. 


(5.83) 
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e+] arene zl ECs OY src 


Si HC Dl ecm. (5-84) 
由 估计 式 (5.69) 知 (注意 Cs=Co; YR>0), 
sup| Dve <0, (5.85) 
Es 


MAL, ROAM 吾 。 从 而 可 知 ， 对 和 任何 给 定 的 Ro>0， 
当 RR, 时 ， 
上 oa lee rcn My (5.86) 
此 处 的 常数 My ERRET RA. Blk, FETI Boo, 
使 得 
Oe, (Tv) In W'? (Be), (5.87) 
Hi Sobolev 嵌入 定理 知 , HEF BE (0,1), 
vg, (-)_#8,2(-), inO?5( Be), (5.88) 
PAu, OC +) ie E 
—edv+ iv- Hie, Dv) =0, ee Bp, (5.89) 
SY AL Fa NB, 可 设 
Oy, (+ )-8,u(-), in C? (Ra), VAa >O, 
从 而 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 5.5 设 (5.80) ~ (6.82) 成 立 ， 则 背 在 2 
E Wig R*) NE CR) (YI < pae), WA.D, B 


TOSE H{:, 0) | zeca, (5.80) 


aio 


第 二 章 ”动态 规划 方法 与 最 优 性 原理 


本 章 中 ， 将 引入 Bellman 的 动态 规划 方法 和 世人 忧 狂 原 
理 。 由 于 所 提 及 的 方法 和 原理 均 是 为 了 解雇 最 优 控 制 同 题 而 
提出 来 并 逐步 发 展 完 沽 的。 因此， 我 们 将 从 经 典 的 控制 问题 
谈 起 。 同 时， 也 将 介绍 在 其 他 一 些 阿 题 中 的 相应 理论 表现 形 
式 , 俩 如 二 人 零 和 微分 对 策 、 最 优 转换 与 脉冲 控制 等 问题 、 


$1 经 典 最 优 控 制 问 题 


先 看 一 个 例子 . 

设 基 家 商店 经 销 某 种 离 旧 。 令 4%E 玉 为 这 种 商品 在 商店 
EPRA, MEERA 1 的 函数 ， 假 定 这 种 商品 按 一 定 的 
速度 销售 出 去 ， 且 按 一 定 的 速度 进货 ， 则 商品 储量 满足 下 述 
方程 

ŻE = — s(t) +u). (1.1) 
Mesh, sO RB CEE), 而 uO) WHERE 
世 是 非 负 的 )。 假 定 作 为 商店 经 理 ， 作 无 法 改变 sh), (A 
以 改变 ut), ARR, PSE ode EAA RTT 
A. 首先 ,储备 量 总 满足 ( 设 初始 时 刻 为 = 0) 

x(t) 20, Vie0, (1.2) 

其 次 ,批发 进货 有 一 个 起 码 数 。 因 此 ,可 以 认为 进货 速度 或 为 
0, 或 有 起 码 数 , 设 为 & 沁 0。 另 四 ,商店 仓 亩 容量 有 个 上 界 , 设 
AB>O, Alt, sak 
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Or EA, Wied, (1.3) 
u(t) € {0} Ula, 00), Yt>0, (1.4) 
而 在 时 向 区 间 [0, 工 ] 中 的 销售 量 为 


OO 


些 处 , [@]* =max{0, 2}, ERA Mee: 4 Ct) >O nf, Hee 
sa. MA ea) =0 时 ,无 货 可 售 ， 故 销售 速度 为 0 ， 
今 理 设 鹤 信 价 为 每 单位 4 元 , 则 销售 收入 为 


Fase) fa(é)]*de, 


者 设 批发 价 为 每 单位 总 元 ， 商 店 仓库 储备 的 花费 为 每 单位 时 
间 6c 元 ,; 则 支出 为 


zo + ca(t)]dé, 
因此 , 收 支 相抵 , 总 恒利 为 
J=? {as(t)[e(e)]*— bu) -ez(D)dt。 (1.8) 


作为 商店 经 理 , FE RT uG, EPZA. DAAR 
BR, RHA. OBA. EPA 
iE BAB. 
在 现实 生活 中 ， 最 优 控 制 的 例子 是 非常 多 的 。 可 以 这 人 么 
说 , 凡是 人 为 因素 可 以 影响 其 发 展 的 年 何 过 程 或 现象 , 的 存在 
最 优 控制 向 题 。 可 想 而 知 ， 最 优 控制 问题 几乎 是 无 处 不 在 
的 。 信 得 注意 的 是 ， 各 种 最 优 控制 问题 的 表述 形式 尽管 可 以 
千差万别 ,但 总 离 不 开 丙 个 要 素 , 一 个 是 所 谓 约 状态 方程 及 约 
东 ， 另 一 个 是 所 谓 的 性 能 指标 。 我 们 所 指 的 经 典 最 优 控 制 问 
题 是 指 其 状态 方程 是 一 个 常 微分 方程 (组 )， 而 其 性 能 指标 
是 Mayer 型 Lagrange 型 或 Bolza ny, Ti, 给 出 一 般 的 
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CE SERT ED a WB OR EL RS E. 

BR yo RK RSM, fea ceo RMA RARE, mm 
REKREA Re yy ay a RARE, 4 cR, OC 
RXR, UCR", EMDHRARAA RR MAH RBA 
HARE., eS, (0, T] x Rx RR, £0, T]x Rx 
RR, h X-RHASEH RR. BM PRA RAR 
的 状态 方程 : . 

att) = Fs YA), Wt), FE [0, T]. (1.6) 
而 其 中 的 

u( GEZ, 7] = (u(-), (0, T]>U, uC) 是 可 测 的 }， 
SQA PK LIRA uO) Aa Se, RHR. OMHOD 
ARH — RR, 

M11 te eC, eC ECCO, F]: Rh x RL0, T] 
iR a wRAOQABA, DRE R 


(yO), HT EN, (1.7) 

以 及 状态 约束 
y@EX, Vie [LO T] (1.8) 

HAE, RAR 
Posy), u) ELO, T). (1.9) 


BEAT, ARYO UC) A ERR fe E 
BARRIER, SEIEREN 
FEC), UD) = F PE, YO, UNET, 
VI EDE. (1.10) 
A AR LB F: 
AAO, THR Cy" Cs uE, 使 得 
Fey), WED) Sinf uO), LAD) 
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BBa Ohw CD FE, ey Ce AD 
PODAR E REE HPRH. 

BREE, BTE a a E RRA 
{如 前 画 的 例子 ), ADR A RAC- 1), RR BME. E, 
PRHE SE th 

HLIQRE PaO nf, WO MRE Mayer 问题 ,及 二 
0 时 常 称 为 Lagrange PA, MAAHI 为 0 时 ， 常 称 为 
Bolza 问题 。 这 些 名 加 来源 于 衣 典 变 分 学 。 

在 以 后 的 讨论 中 , 总 设 
X=R’, 
= {ay} xR’, 

即 没 有 状态 约束 和 终端 约束 。 这 并 不 是 为 了 方便 ， 而 是 对 于 
一 般 的 具 友 状态 约束 和 终端 约束 的 问题 ， 人 科 还 不 知道 如 何 
利用 动态 规划 方法 来 严格 虽 处 理 问 题 QC。 因此 ,从 现在 开始 ， 
将 不 加 说 明 地 假设 C112) 式 。 SRE RB Es 
也 将 假设 无 状态 约束 和 和 终 器 约束 。 

我 们 注意 到 , 河 题 0 是 在 一 个 有 限时 间 区 辣 [0, T] LÆ 
SN. ARE, 人 们 还 希望 考虑 无 限时 间 区 间 上 的 问题 ， 
对 于 这 样 的 问题 ,我 们 常常 过 到 的 是 定常 系统 和 指标 , BB 
了 和 户 均 不 依赖 于 t。 此 时 ， 将 会 得 到 一 些 与 非 定 常 问题 
( 即 问 题 0 不 同 的 一 些 结 果 。 我 们 将 叙述 一 下 无 限 区 间 上 的 
定常 控制 问题 。 

Hf, RxU+R*, fo, R*xU+R,4>0. 定义 系统 的 方 
HA 


(1.12) 


{ at) = Fart), u), a o. FEO, oo}, 
y(O) =a, 
SOP, Joel) € WO, co) = (uC), [0, 00) U, ul) WTR. 


(1.43) 
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定义 件 能 指标 为 
TCD wD = for Pd), «Oat, 14) 


Hah, ARR ase. EE, 作为 决策 者 ， 在 制定 
性 能 指标 时 , 更 着 重 考 碟 近期 的 目标 , 因为 一 定时 间 以 后 ， 性 
能 指标 往往 是 要 作 修 改 的 。 在 数学 上 讲 ， 由 于 因子 。 的 出 
再 。 当 户 为 有 界 时 ， 对 尾 何 在 [0, co) LAME YC) 和 
u (当然 至 少 要 使 PY), uC DAM, CIDR 
定义 的 。 这 给 许多 数学 上 的 处 理 带 来 方便 。 若 我 们 记 .ogy 为 
tk OJ u EW CLO, œ); RY x WI0, 0), 满足 
(1.13), Wek, 
WACO, oo) R°) = (yC) E WENO, TLR), 
YT >O}, 
则 无 限时 区 定常 最 优 控制 问题 可 以 表述 如 下 ， 
HA, SEY). WON Ee oS, 使 得 
Fiy*(+), uD sint UCO, uC. 15) 
a 


§2 最 优 性 原理 , 值 函 数 与 HJB 方程 


本 节 将 详细 叙述 Bellman 的 动态 规划 方法 。 利 用 此 六 
法 , 将 深入 研究 一 般 的 无 终端 约束 、 无 状态 约束 的 { 连 续 时 间 ) 
经 典 最 优 控制 问题 。 将 证 明 对 于 该 问题 , 最 优 竹 原理 成 立 , 并 
宙 些 形式 地 导出 值 函 数 满 足 的 Hamittou—Jacobi-Bellman 
方程 (简称 HIB 方程 )。 然 后 , 再 由 值 函 数 构 造 出 最 优 控制 来 
《形式 地 )， 从 而 , 在 理论 上 ,解决 问题 O, 

现在 ,考察 问题 GERA (1.12))， 下 面 采 用 的 方法 
就 是 所 谓 的 动态 规划 方法 。 
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任 取 +E [0, T), ce R”, HIB FRA 
pa = f(s, y(s), u(s)), a e SELt, T], 
y(t) =, 
Wah, Fi (0, 21x Rx UR", USR" 为 一 个 Lebesgue 可 
测 集 , 而 
“JEW, Ts tuC) té, T] >U wh ) aya. 
Asa f, (0, 7T] xR"xU—>R, h RR, OTR 
Ff fi h, 作 如 下 假设 ， 
CHO aka f, 产 和 和 殊 均 是 连续 的 , 且 存 在 常数 荆 >0, 以 
及 连续 函数 o, Rt x RRR = [0, 09)), CETERAE 
EHAA, We ot, 0) =0,， VreO, 使 得 下 述 成 立 ; Vi， 
tecto, T], 2, SER', dEU, 
[ v, w- fÉ, 2, D | Le a) 


(2.1) 


+elleiyi] H-8), (2.2) 
IFG, By u) | L(+ ied. 
[eC T, uj- fad, È, wy} 


<o(je|\Viaj, je-2j + itt). (2.8) 
[h(w) -D| <o(jahVisl, fe-2D. 
FAG, 0, w) |, ROSE, (2.4) 


HERE, [ziv J2] =max{tel, jeh. 

EEI, C 和 (2.3) 式 中 取 相 同 的 常数 工 完全 是 为 了 
AH. BANE RP RBS EAR, Bb, H (2.3) Ry 
Al, PRT o WEEE RB, BRAST SER 
HAREL- BOES, 且 此 连续 性 关于 te (0, TEL 是 -- 
致 的 .特别 地 ， 若 J" RT e Eai Lipschitz 或 Hélder 连 
SACK FE, u) eLO, T] xU — By, (2.2 Sw 
条 件 满足 。 


TT 


引 理 2.1 ik f,(0, T] x Rx UR" is we, 则 对 任何 的 
u(-)E @[0, T}, 函数 tfi Ts u(t)), 是 可 测 的 (对 固定 
ze R», 

证 由 于 人 外-) 是 可 测 的 , 故 再 以 找到 简单 函数 列 

ugle) = Date )s aec, EE £ (0, T], 
使 得 
lim wn (t) =u), a. e. tE [0, T]. 


WAT u 是 连续 的 , 故 
lim f(t, €, (E) = FCG, t, UCt)), a e. tE [0, T] 
另 一 方面 ， 
F(t, ©, a(t) = 名 F(t, w, af) tz, (2) te (0, T] 


为 一 个 可 测 函数 , 因此 ,t-> 7G， ©, UC) ALATA 
根据 此 引 理 ， 对 任何 给 定 的 4.)e [0, TI, ARSE, 
m, u(t)) 满 足 第 一 章 §2 中 的 条 件 (i) ~(i)， 从 而 ,由 第 一 章 
定理 2.4 知 ， 对 任何 的 4(')e [i T] 以 及 sER"，(2.1) 式 
存在 唯一 的 解 , 记 作 MeCD SMe uC). R, ELER 
指标 为 : 
Tau) =f" Pr Year), woD)ar 


+ hy T)). (2.5) 
类 似 于 避 理 3.1， 我 们 知道 Pd, my ult) 是 可 测 的 。 因 
此 , 可知 T f(r, Yalt, w(-)) 是 可 测 的 ， 再 和 帕 条 件 
(2. 和 9 知 它 还 是 有 界 的 。 从 而 ，(2.5) 式 右 端 是 有 意义 的 。 因 
此 ,我 们 可 以 提出 下 述 的 最 优 控 制 问题 ， 

HaT 对 性 何 给 定 的 (fs e) e F0， 2) xR, gue) 
eat, Tl, 使 得 
» Th. 


Fue) = int JaC). (2.6) 
eit 7} 


RRM, SL, WL fW E Lipschitz 条 
件 及 线性 增长 性 条 件 ( 即 (2.2) 式 )， 故 对 任何 给 定 的 uC) © 
WiO, T] THA.O)~A. 328A RRAS Pe. Bit yO) 
和 wwC.) 只 能 成 对 出 现 ( 乏 为 容许 对 )。 从 而 G10 RER 
RI), ew), 而 在 本 节 中 ， 由 于 条 件 (2.2) 的 假设 ， 并 
且 没 有 状态 约束 和 终端 约束 ， 故 容许 对 (eC'), u(-)) TRE 
许 控 制 &C-) 叭 一 确定 , 而 此 时 的 容许 控制 为 全 体 伯 [ft, T]. 
Aut, (2.5) RP RRR Ieee). uC), WED 
的 是 ， 当 状态 约束 或 终端 约 束 上 出 现时， 或 更 一 般 地 ， 容 许 对 
(WEJ, UC) 必须 成 对 出 现时 ， 动 态 规划 方法 是 否 还 有 效 是 
一 个 未 解决 的 问题 。 
容易 知道 ,在 (HH) 假定 下 , EE OEE O yA Pa 
题 *。 事 实 上 , EmO op, met, @) = CO, am), 好 得 问题 0。 
因此 ， 也 可 以 说 ， 将 问题 Q“ 殿 入 ?了 问题 6。 通过 “整体 ”地 
(关于 时 间 tT Dearne 6， 从 而 得 到 问题 0 的 解 的 方法 
就 是 动态 规划 方法 . 
现在 ,定义 问题 各 的 值 滞 数 如 下 ， 
ir z) = inf Frou), W(t, #)€[0, T)xR*, 
o(T, 2) =h), Yace R", 


(2.7) 

在 动态 规划 方法 中 , 值 话 数 起 着 中 心 的 作用 。 我 们 将 会 看 到 ， 

对 值 函 数 的 研究 将 会 提供 一 条 寻找 最 优 控制 的 途径 。 下 面 的 
命题 给 出 了 值 曾 数 的 一 些 基本 性 质 。 

命题 2.2 ALE HHO, R'->R' p aR x Rt 

R, o TEER, BG, 0) =0, YT7 汪 0, 使 
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各 
lod, EGAHsl), YE, ee [0, TxXR, (2.8) 
jolt, ~ oi, S51) leale] [| ls -al+ 1-2.), 
vi, fe ro, T), s, ĝe R", (2.9) 
证 首先 ， 由 条 件 (2.2 RB-RHB26M, Vi, fE 
[0, T], #, ER', wu-) E gE, T], 
[eas [1+ jepet, 3€[f, T], 
[Yek — ge, ss) 1s ae nn, aE[f, T], 
Jrk) — YP, o(8) EEL el et ed E], 
s€[iVi, T]. 


(2.10) 


THE, Vu( Je yit, T], 
[a )) ,su )) | 
<{ PC, Yere) WEED) - FEC, Yes C7)s WCE) [Ot 
A (2.11) 
<f oy, OF Vg DO, lee ~ Hx Dae 
+c (Ye, zt 2) IM fe 2 C2] , Ware, ol T°) -Yeg T) D 
ad ++Tjoe (1+ jela], 7e- 2]) 
因此 , 关于 ul ewe, TIE FAR, Ae 
Jol, w) ~ v(t, 有 so 人， fs- a)), 
ViE[0, T], s, 2ER", (2.12) 
此 处 ， 
ar, ol = (+ To eT tr), eTo), r, GD。 (2.13) 
Hy C2. 1 RHE C IDAR eA FA PEAR A s- TE aE, 48 
它 留 缩 大 兴趣 的 读者 去 完成 。 将 见 到 (C2. 好 式 是 (2.9) AK 
一 半 ， 
a 80 + 


娄 亿 地, A CERRH2Z.D~(2.9), 
WEDI I LFE, ys), U) lar 
+ lity, <P) | 
<f [b+ ounl, [ye Dede 
+L+ocClys2(P fh, [Bree CI) pD (2.14) 
<0+T) [五 七 四 [ec 1 + Jz), eT tL + lz) 
AC(I2ld. 
Kit, SF ue E 包 [5 TIR FRR, 可 得 到 (2.8) 式 。 
我 们 再 设 O<t<i<l, MAHER eet, Ti, ££ 
可 测 地 延 拓 w(:), MEM WL, TIPER, 则 有 
ot, <I ,,2(UC-)) 


£ 
=f PCE, Yee (2), WO rt TE yaa UCD) 


KOJPO- + UCD). 
MHF Eg, T] RFRA, WH GER (2.10), 
(2.12) (2.14) RR) 
olt, SOD ED +00, 28), 
xel, 2) + Aile E-E 
+ oo) Vir, yet) -sD 
aol, w+ Cz) E-H l (2.15) 
+a,(e (1+ fap, A+ lee [tf -€]) 
=v, o)+ar(lal, f-t, 
此 处 ， 
ofr, a) = Or)oto (e147), LA+retie), 
r,a=0Q, (2.16) 
S-A, MEM eee, T], See leneee, 
Bi. 


T]. bh w+) [ton ÆR uC) 在 [f, T). RRS. AE, 
Je) 


D1 PC, Molt), sr) dr + Jes HCD) 


= -OC(Ja)G-O+0d, yer C 
= v(t, ©) -o2(fal, | 一 让 )。 
然后 ;关于 ul Ee gE, TIRE aR, 得 到 
oi, woli, æ) -ollel l-t). (2.17) 
与 (2.15) 式 综合 , 可 得 
[oct, a) — v(t, w) olle], t-e (2.18) 
因此 , 若 取 
Slr, 7) =a,(r,0) +a,(7, o), 7,720, 
Wi BN Fp 4g (2.12) sR fn (2.18) HW A (2.9) 38, 
下 面 的 结果 实际 上 就 是 值 函数 应 满足 的 一 个 必要 条 件 . 
定理 2.3 最 优 性 原理 ) Weis, æ) € [0, T)x R", 
以 及 SG t, T], FRPAMS, 
ot, a= int Lf" Ce, eee), wed) ae 


ae JEM ts] 


PDCS, Yr0(8)) L (2.19) 

EX 中 的 Wrst) = Yeku), 

证 暂 记 (2.1 信 式 的 厂 端 为 w， WS, ER UE [i 
TT]。 由 值 通 数 的 定义 知 

w(t, BYE eC) 

= f fa, Yr,2(T) r u(t} dr + Jaspal (Cw)), 

AE, XF eC) Egis, TIGR, 得 

D, yaf PCE, Yes), wD) dr + OCE, Yess)), 


然后 , 再 关于 & DJ E Yl, IRE AA, 得 到 
ott, DEW, (2.20) 
反之 ,对 任何 E>0, 由 ot, OMA, TEE wO EU, 
TJ], 使 得 
a(t, a) +exJ,,.Cu'-)) 


= f PG, yhe(t), w(t) de + Alyt TD) 
=P PCE, val) WEEE AT upe CO) (2-20 
= | P(r, yilt), HTT + o(s, Yil) 


> ing {È P, Yea), wear +068, ye] 


er) Elta) 
ray, 
ERIP, eC Etnu), HF e>O 为 任意 的 ; 故 知 
od, @) rw, (2.22) 
因此 ,综合 (2.20) 式 和 (2.22) 式 ,我 们 有 
vli, s) =w, (2.28) 


这 便 证 得 了 (2.19) 式 ， 
现在 ， 再 来 看 一 看 下 面 的 事实 ， 设 G, 2) € [0, T)xR 
UE Vt, TIAN. ORAM FCW 
AVA RELA. MEER 2.3 知 , vse, T], 
ot, ©) =J,,.(%(-)) 


={ PC, Geo), BAYT + Tryna) 
>| PCE, Teel), EDAT OS, Feels) (2.24) 
> iat {| Ct, deel), UT) dr + oe, Fe, -(8)) } 


Cie ea] r 
a 83. 


=v(f, t), 

因此 , 中 间 的 等 号 成 立 , 即 有 

Jaia ) = v8, Ferel), (2.25) 
UA, 4 GCA, TEU o AAA LR BIE ES, 
BOD [pry hw is, TLE v(syt, w, H-)) 为 初 值 的 问题 的 
最 优 控制 。 这 也 就 是 说 “整体 最 优 必 是 局 部 量 优 多。” 这 也 恰 
怡 是 绪论 中 叙述 的 最 优 性 原理 的 具体 售 义 。 

上 面 的 定理 告诉 我 们 , 值 函 数 Ot, r) IE (2.18) 的 
方程 。 显 然 , 这 样 的 方程 几乎 是 没有 办 法 求解 的 。 因 此, 我 们 
期 望 由 此 能 够 导出 形式 较 简 单 的 关于 w(: ,:) 的 方程 ， 

定理 2.4 (Hamilton-Jacobi-Bellman JE) hy 
Ael, JECT, FT] xR), MERA Fis Hamilton- 
Jacobi-Bellman 方程 ， 

v(i, E+ H(i, 4, v(t, +)) =0, 
| G, s) E [0, TY x R", (2.26) 
KT, t= he), 2ceR', 


其 中 
Hit, ©, p) IDPP, FC, 2, Uy) + f'E, w, u)) , (2.27) 
V(t, æ, p)E[O, T] xR" xR", 

(Hk HG, e, PERTY Hamilton He, EERFC, 2, 
PERR. | 

证 “首先 ,任意 到 定 wo CU, 而 定义 常 值 控制 w( 人 =w， 
则 由 (2.19) 式 知 ,对 任何 s€ (t, 2]。 有 

vl, BJSS? PC, vee), WAT HC, yess)) 


JAMO, 
+ 84. 


0< Ff" Pct, galt), ude 
4 8, YeD > OG, w) 
a—i 
— ft, w, uy) + 0, (4, æ) 
+ (0.4, ©), FC, @,%)), (eh Pmt, 
Bit, ET wel HOP BR, AS 
Ov (t, 2) + H(i, S, veli, ©), (2.28) 
男 一 方面 ， 对 于 任何 的 a>0 及 3 >t, 存在 tas sy je et, 
8]， 司 得 {注意 (2.19) 式 } 
ot, #)+e(s—i) 


SL" PCC, AOR OEEO 
从 而 


eS 


L [ FF, VenlT), Was (TI) dt 


+. ws, ¥Y:,0(8)) > vt, a) 
8 一 去 


HELL PC, Peela), ms CT) dr + wt, 2) 
+ (eC, w) 3 stl fa, Vissi T), Ue ,a(T) dT} 


L o(|s—t| + ya(8) -zl) 


+ 
s—t 


>- f Hc, Yerel T), Valt, ©) dt +o, (t, 2) 
+- o(!s-t| + EL + Ja pet? [s—8]) 


= = f A(t, Y,0(T), vat, w) dT 
+o, ~)+oc1), 


此 处 的 oC) AMRF eW. HRADECH, HA 
Ht, ©, BLM. Aik, ELRPRSs yt, Hoel 
0 可 得 
Ome, (6, 2) + H(t, £, Vali, 2), (2.29) 
综合 (人 2.2) 式 与 (2.39) 式 , 得 证 定理 。 _ 
(2.26) 中 的 方程 是 一 个 一 阶 侠 徽 分 方程 。 喜 疯 地 酒 , E 
Bie (2.1930 RM — e, ARAARA. 26) A RR 
是 为 了 寻找 原来 控制 问题 的 最 优 反 馈 控 制 。 现在， 形式 地 来 
引导 一 下 这 个 过 程 ， 
(RU Re z(t, 区 已 找到 ， 满 足 方程 (3.36) 。、 FEA Hi 
RH. SUE WO, TI, 使 得 (注意 (2.27) 式 ) 
PC, GO). UCE) + volt, FD), FE, FC), HD) 
= Ht, F, of, FOO), a, a, ETO, T], 12.80) 
WARPO DAM ETEA EC), BRAT Ae =O BRE to 
eee, lb, aOR- 下 面 金 进一步 分 析 此 
点 。 假 设 上 述 的 (8(), DRA. RNS wee 
到 的 (GC), ZC 站 是 间 题 口 的 一 个 最 优 对 。 束 实 上 , 若 注 滞 
到 2. 26), RA 
>> FE tHE, FE), Yt, FEH =U, (2.81) 
oT, EN) = CYLT)), 
因此 ， 


aT, yE — 0, £g) 
= Ê? tut, JO + wth, TO), FG, FO), EIA 
= f tnl, TE) + HU, GE), vlt, FON 


一 Ft, YE), UC) dE 
+ BB - 


= -人 FC, BED, BCE) IM, 
从 而 ， 知 
oO, xD =f" PCL, TO, TAE AECT) 


2Jo,2,(H-)), 
HIE, (GOC) WC) ) REM, 
ME, 再 回 到 《2.30) 式 。 假 设 P 与 了 关于 4 是 连续 可 微 
W, HU =R”, 则 必 有 
Fo, VC), UA) + Fut, VA), BCE) valt, YE) =O, 
(2,32) 
这 便 是 UTE. MU, 车 进一步 有 
[re z, u) = > [Cg v) + (Ru, WJ, (2.33) 
FO, g, 10 = As + Bu, 
EA, Q, R, A, BHR, EQ, 吾 为 对 称 阵 , 则 
(2.32) 式 万 为 
Ruch) + B*y,(t, TO)) =0, 
HHR 为 可 道 搜 阵 时 , 还 有 
a) = ~ HR», (tt, gt) tE (0, TI (2.34) 
4 PBT RR IORAN BR, RAR APRA AE 
市 。 因 此 ,上 式 中 的 BC+) 是 一 个 最 优 状 态 反馈 控制 .在 工程 
上 ， 人 们 总 是 希望 所 考虑 的 问题 的 最 优 控制 具有 状态 反馈 形 
起。 而 上 述 的 动态 规划 方法 及 Hamilton-Jacobi-Bellman 7y 
释 在 形式 上 给 出 了 寻求 这 样 的 最 优 反馈 控制 的 一 种 途径 。 因 
w 这 种 远 论 自古 生 之 生起 ,就 一 直 受 到 工程 并 的 重视 。 然 
而 ,我 们 也 已 见 到 ,上述 的 推导 过 程 包 括 定理 2.4 A E 
TABY oG, wm) 的 足 散 光滑 性 (至 少 CI) 。 在 命题 22 中 仅 
- OT. 


仅 得 到 了 v(t, DERE, BS, 一 般 情况 下 ，4(t, 2) it 
ETEO 的 。 另外， 方程 (2.26) 也 可 以 证 明 未 必 总 有 有 古典 
fe, Alt, BRD WILMER Ss LMP IL. IEA 
为 如 此 ,这 种 理论 在 较 长 一 段 时 间 里 , Be Be Ae 
学 家 们 所 接受 ,我 们 将 在 下 一 章 中 介绍 这，G- Crandall 和 
P. L. Lions 建立 的 关于 HIB ARH HERB. 这 个 理 
论 将 会 使 动态 规划 方法 在 数学 上 得 到 进一步 完善 。 
现在 ， 简 单 地 讨论 一 下 元 限时 区 的 定常 控制 问题 
题 避 .为 此 , 先 作 一 些 假 设 ( 试 比较 (HI1)) 
HD RAR f Rx UR 和 所， Rtx UREE 
续 的 , 是 存 在 常数 L, Lo r>0, O<8<1, 使 得 下 述 成 立 : 
| f(z, wD- fA, wW|<Zlz-8], Va, @eR,ucd, 
(2.35) 
(f(z, WEE + lel, Vie, ww ER'xU, (2.36) 
[Fre uw) — PB, D JELA + fale + fai ls- ep, 
Va, ER", ue, (2.37) 
Fa, a) <b 4 fal), Vee, we Rx, (2.38) 
容易 知道 ,在 CHI)’ 下 ,对 任何 的 eCe geo, 0), 问题 
(1.13) 存在 唯一 的 解 ， 记 作 ye Ey el DE WRC 0, 
00) R°). 然后, 记 


问 


T= [e yE), vt, (2.39) 


AFF ul EgO, co)， 即 系统 对 应 于 控制 4 》 和 
HRES, (L.1S) ARR v- 是 唯一 的 ， 因 此 (2. IDRAR 
们 路 去 也 (-)《 比 较 (I.14) 式 )。 为 了 使 得 (3.39) 式 的 布 端 
ARM, 作 一 个 假设 .首先 ,类似 于 第 一 音 命 是 2.6, E Yuc) 
E RLD, œ), 
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fy (Ei aee] + Zi, Vie0,2eR, (2.40) 
ye) ~ys(t) |e fa~ 2], Yis0, 2, FER (2.41) 
于 是 , 由 (2.38) 式 知 
LP cye(t), eC) (LA + fuer. (2.42) 
Ll + eerie) + Lert], tO, 
FAM, 2 BC2. SO) AGAR ARR 
A>Lrs+ ð), (2.43) 
TERT Hk, BREC AIRRA., RR, BE 
gm, 
HAG, HERH sEeR', FRut( EMO, Œ), WE 


得 
(一 Wi TC. (2.44) 
eM EEA BH 
v{æ) = aint TC D). (2,45) 


类 似 于 命题 2.2, , 有 下 述 的 命题 。 
命题 2.5 ”存在 常数 Ci=Cr (D, Io, r, 0, 和) fos 


OIL, Lay 758, hy 1), HPO I< ATEMT TO AG, 使 得 


a(x) E+ lel), veer’, (2.46) 
| w(@) 一 o(B) [Cl + apres ejjel, 
Va, EER", (2.47) 

其 证 明 与 命题 2,2 的 类 似 。 不 过 在 证 明 (2. 和 好 ) 式 时 ， 应 
EE MERX, Yne (0, d], 

[Fw ud — SOR, w) SEAL + lair ae- ti 

如 果 e-ls, 

| Key w) m J E, w EL jej + ajne- Aje, 


w 
A 


= BB. 


an |e - 8h >i, 
Ait, EA 
| Pw, u) — fC, u) ELB Trt 
V2, 2eR, ued, (2.48) 
定理 2.6 〈 最 优 性 原理 ) 对 任何 的 %ER"。 以 及 i> 
下 述 等 式 成 主 。 
o(ey= int {fe AORTO ETECO A 
(2.48) 
这 个 定理 的 证 明 也 基本 上 与 定理 2.3 的 相同 ， 唯 一 需要 
注意 的 是 
[erp yal), u(r) dae 
= f e7 Pec +8), u(t EEJJAT. e74 
=e icy UC +t), 
注意 到 这 一 点 , 很 容易 得 证 (2.49) 式 , 详细 的 证 明 过 程 留 给 读 
ARER. 
接 下 来 , 利用 此 定理 , 证 明 下 述 定 理 ， 
定理 2.7 (GJB HE) 设 值 函数 多 -JECRDI， 则 富 
@2 T m t HIB 方程 ， 


Av(e) — H (x, Pm)) =0, ee R", (2.50) 
其 中 ， 
H(z, p) =inf (f(s, u) + (p, Flr, uy}, 
Yis, PER' x KR (2.51) 


CAER ER HARER 2.4 的 证 明 , 利 用 定理 3. 和 .。 人世 
得 注意 的 是 ,方程 (2.60) 不 含 时 间 # 这 答 恰 珊 合 了 定常 系统 
AR AR AS TLS CE. RESA, (2.50) 式 中 入 >0 的 存在 
a oo a 


是 至 关 重 要 的 。 


33 二 人 零 和 微分 对 策 问题 


本 节 特 讨论 另 一 类 与 最 优 控 制 问 题 有 密切 关系 的 问题 
一 一 二 人 零 和 微分 对 策 问 题 ， 就 某 种 意义 上 讲 ， 二 人 零 和 油 
分 对 策 可 以 看 作 十 最 优 控 制 问题 的 推广 。 我 们 将 同样 地 用 动 
态 者 划 方 法 来 处 理 这 一 类 问题 。 
现在 , MILT KAI AL ABH Ri, BET >O 
A~PA BERR RUCR?, WOR HATS EHS, E 
& fe (0, TT] xR xU x WR AR, E PR 
SRR: 
| g(t) = ft, yE, u(t), w), te [0, T], 
y0) =a, 
HR, uA el DAES IB OR. RZ 
的 性 能 指标 为 
TEYEC, EC), wY) 


={ PO, YO, uC), WODA +M). (8-2) 


此 处 , 天 [0, T] xR xU x WR, h ER yati 
a0. Sri — AA ead R AR a ERR RRDA 
PEREIB IR (3. DA, 其 中 , hl u OM we -) 3S a 
BA, RNAP RRAAUAW, BAK UPHAJ 
RR uC MB (3. DARML, MERAY SASH 
wR DARKE. SHE 

Jog), uC), wC JTE uC wC), 

Jp C uC), wC = TU), uO), wl), 
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(3.1) 


MERIA HAT A ERS A U MW EB ER RE TPES 
者 均 希 望 极 小 化 他 们 自己 的 指标 。 出 于 
July), UCD, WC + SVC) w+), WE) =0, 
(3.3) 
RRA BHA SoM OT RAM, ABA, BW 
为 一 个 单 点 集 时 ， 上 述 间 题 便 退 化 为 前 二 节 中 所 讨论 的 最 优 
控制 问题 了 。 因 些 ， 二 人 零 和 微分 对 策 问 题 是 最 优 控制 问题 
的 推广 ， 而 最 优 控 制 间 题 可 以 视 作 只 有 一 个 博 奕 者 的 微分 对 
策 问题 。 

为 了 讨论 工 述 的 微分 对 策 问 题 ， 和 需要 引进 一 些 概 念 。 首 

Hey E L. 

WED, T] = tw [0, Pj», u(-) Wit}, 

WIO, T] = {fw 10, T]—W , w(-) a ap, 
它们 分 别称 为 捕 变 者 地 和 五 在 [0, Ti LWA. m 
m, EX YE, 1M wt, 3], VO<t<s<l, FRA AE 
微分) 对 策 理论 中 是 至 关 重 要 的 。 

EXIT giel, T), KER a, wilt, 了] 一 [4， 
TJA kA UAC, TI] 上 的 一 个 容许 策略 ， 如 果 它 满足 下 述 
条件 

ws) =@(s),a.asE[t, ct, T], (3.4) 
Te eR 

alw(J](s)sald(-)I(s), ae sett, t], (3.5) 
PS, TRA R SW ALT] Eie, YE, Tl + [t 
Lf), PAZERA AWA [本 T] 上 的 容许 策略 全 体 为 
wt [t, Thie Blt, Tja 

值得 注意 的 是 ,策略 是 容许 控制 党 之 间 的 映照 , 它 本 身 不 
是 容许 控制 ， 而 它 的 象 是 容许 控制 ， 便 如 对 «cit, T], 
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WU Reb (EA AS EE eo) EE W(t, T], feel ERAH UN 
ES tl. Ee CO eee. Ae 本 身 不 是 一 个 
容许 控制 ) 而 是 一 个 比 容许 控制 高 一 个 屋 次 的 东西 , 男 外 ， 定 
MSL PGi TRA PHL: ENR OM PRR, 
它 服从 所 渭 的 内 果 性 而 没有 预测 性 , MENA s, apwe) 
BURT fo(t irs}, RES. ORR OOR 
BUM. ROWE ER PR a OR, A 
在 制定 党 略 时 ,一 般 是 无 法 预测 对 方 将 来 的 策略 的 。 

现在 ;对 (3. 二 和 和 (3. 久 式 中 出 现 的 函数 六 天 入 作 一 
eis, B f.[0, T] xR xUx wR’, Fi, (0, T]xR"x 
Ux WRJ h RR WHE SBM, 且 在 让 常数 工 >0 以 及 
iE SER Ro, R* xR R, PRT BPE BIH PM, oC, 
0) =0, Vro=0, 使 得 下 述 条 件 mse, Vi, be (0, T], s, #e 
R", wEU, wew, 
lf, w, w, w)- f(t, 2, u, to) 


<Lle- 2+ o(ja|V414|, t-t, (3.6) 
Itt, x, w, w) 一 PG, 2, thy w)| 
<o(j2\/]2), e-+ t-80, (3.7) 


hæ) -R sacelli le- (3.8) 

| fC, 0, uw, wl, (FE, 0, we, w)], (ACO) IZ, 
(3.9) 

容易 知道 G3. 人) 和 (3.9) 式 中 关于 了 的 想 设 可 以 导致 
| f(t, @, w, w JELE + jej, 

VG, g, w, w) E (0, TI xRxU xW. (3.10) 
HBS RRR S 82 phJ. Ae KA 
TS 21 的 证 明 ， 对 于 任何 w+) Ew 0, T] 和 如 人) € 
#19, T], BH SG, 2, ut), oO) WER- HE 2 Agy 
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BAA, Bib. O, 26 [0, T) xR, acit, TIM 
wE WIE, T], AEM — Ne) EY aluC-)], 
wO DA CER dwl )] Egri, T]) 
Frrok) = FCS, Yerel 8), oot) (8), wl), 

l a, o s(t, T), (3.11) 

Yia EL, 
TE, ZK 

JialalwlY}], w(-)} 


=S P(r, Yal), ONIE), wr) AT + ACH ED) 
(8.12) 
是 有 定义 的 。 令 
V-(é,e@)= inf sup Je aloo], wC), 


Sex. Tl wew TF 
G,HeE[0, T] xR, (8.13) 
XP RRRRAR AAS fe thot Ra PH 数 。 同 理 , 对 
FG, HELO, T)xR, -JE ge, T] MAC Slt, T], F 
在 唯一 的 Yee) E Yala UC-), BUC) DW 
Yrr2(8) = FCS, Ye 28), UCE), Bul YI C3)), 
| a. e set, T], (3.14 
Yel =m, 
然后 ,定义 
Jerall), Bloc- )1) 


=f" Fer, Yea(T), Ut), Blu(-)](r)dr+Acy,,.(P)). 


(3.15) 
从 而 可 定义 
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Vt, v) = sup inf ] Ja) Bluc-)]), 


BEALE TI] tr) EIT 
G, 2) E LO, T] x Rr. (3.18) 
Co UE RCA — AE fo BE at BG Ea 
EEEE P Cen (8.12) FCS. 15990), H of) 出 
现时 ,相应 的 控制 总 可 以 根据 上 下 文 来 确定 。 因 此 ,一 般 不 会 
FERE. 
RNAk R— PREM PARR HB. 在 此 过 者 
p, De Be Aa ie TERE, Fy Zee eee ye Se 
控制 时 ,没有 任何 关于 w(':) 的 朱 息 ， 而 博 奕 者 如 在 选择 其 控 
制 时 ,有 人 金 部 的 p(:) 以往 信 息 。 换言之 ， 情 变 者 邢 取 的 仪 是 
VEE il, TTR URAN E ERAR. ah, RS 
O38 + AGS HURL, SSH, LA ie E 
分 析 。 由 于 博 奕 者 忆 是 希望 极 小 化 指标 而 请 奕 者 不 是 希望 裤 
大 化 指标 。 因 此 , 由 上 面 的 分 析 可 直观 地 猜想 必 成 立 
Prd, oP, 2), YE, ee [0, T] xR", (3.17) 
RNS A., EO ARN SIO, AA 
Set FEH: AHE ET Rr, 
Vd, ®)=V-G, 2) =P, s), VG, se (0, T] xR", 
(3.18) 
fin (3.18) ARY, PSR A ASD eR EA 
eV, a), BA, 4C 1D AR, WRB he ee 
者 的 地 位 不 相同 性 就 无 所 谓 了 。 
关于 二 人 零 和 微分 对 策 问题 的 讨论 是 围绕 着 值 机 数 的 存 
在 性 来 进行 的 。 为 了 进一步 的 讨论 ， 先 来 给 出 上 、 下 值 画 部 
的 一 些 性 质 . 
命题 3.28 FERRO, RRt fea, Ri x Rt 
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Rt, GRTREAK AM Fm, Hör, 0) =0, Yr=0, 
Rei ag t, FeO, T], s, eR", AA 


Fa, w) cE eD, (3.19) 

(PeG, 2) ~ Vi, D | 二 而 (和 eV 全 Te 一 如 | 4 [#-t1), 
(3.20) 
证 ”党 全 类 似 于 命题 3.2 的 证 明 ，、 可 得 到 (3.19) 式 和 下 


述 的 
(P(t, #) — Vet, Bo zl Viel, le-21). (8.2) 
SEATO, DTF tHE., We, HOt, m 
对 任何 的 (wC), wC-)) ERTE, T)x WUt, T], hA ea 
2.6 知 
heel) AYD EEA + taf erT!t fl, 

Wse ft, T]. (3,22) 
现在 ,对 于 任何 的 上 E oft, T], E% ace lt, THF: OF 
att, TIS, TPY ExT, TI, 

ta, se [#, f), 
aleco) -Olano se[?, T]. 
Wb, we UAAR, TE eO [oar D wE, TLE 
HERL Aiea å AE. Mit, a 
Jela], w) 
_ f SCE, Ye,a€T), Uo, WT)) dT 


(3.23) 


tJe sunetti ADCO litari], WC) [itor 
<O(fel) i-t] + Te, seo en], wC eon) 
+o CE YE, Ye E- el (2.24) 
«(lejl -i +orce (1+ je], LA + lelje] él) 
+ r,s ler], WEY lier) e 
a 96» 


Rt, RF wl JE wl, TUR EGR, HERR 
iw (+l If, ro) E WLIt, T]} = [L$, T], (3.25) 


可 得 
eee ea age of] wD saje], |#— i D 
+ sup J; (ADC, ACO (3.26) 


Wt EWIE TY] 
其 中 ,osf-，) 的 定义 与 人 .416) 相 同 。 因 此 ,再 关于 4E Ii, 
T] RP wT 
Fo, Der w) telel, J-E. 8.27 
RZ, Stemi ee wt, T], ifm Tea: 
wen -f2 2€[t, 全， 
ws), set, T], 
iib, wie W 为 一 个 加 定点 。 而 对 任何 oe oft, T], ER 
Hl &e of ff, TIF: vce, T], BHC. WARE 
EBA w(jewlt, T], ABER 
& @(-}](s}=ale(-](s), self, T]. (8.29) 
FÆ, iAH (ew, Tleewl, Tl, S wl) 和 
å 4p 3 (8. 28) F (8. 29) ARE, WA CR (8. 24) KR) 
Ji slale), wC+)) 
-| 了 CE, Yewlt), alw YIEE), wdr 


(3,28) 


+ IF ye AADC], BC) (3.30) 
=- alel, -E + Tr(a @C-)), 
RF OC) ew, 了 ] 取 上 确 界 可 得 


SP J, ,2Calwc-)], we )) 
| 
-or -E+ sup Jelli, aC) 


EENT 


=. OF +， 


>ole, -iD Ft, w), (8.81) 
由 于 于 式 对 任何 %E .wy[t, PII, R ee Et, TIEF 
AA, 便 可 得 到 

a, D 基 六 全 人) 一 四 so， 一 人 7。 (8.32) 

MARERE G, ww) 关 于 二 的 连续 性 。 完 全 对 称 地 可 以 
得 到 关于 T'E, x*) 的 相同 结果 。 从 而 命题 得 证 。 

上 述 证 明 的 思路 与 命题 2.,2 的 证 明 思 路 是 相同 的 。 这 里 
的 关键 是 要 搞 清 楚 控制 与 策略 的 关系 。 

类 似 于 定理 2.3, 有 下 述 交 定理 ， 

THIS 《最 优 性 原理 ) Fame VC, iti 
RVG, we) pea PRA Vostata?, ER", 

Vt, w= inf sup ff f(r, Yes), 

aei) weet Td 


人 [人 CT) wr))dr (38,33) 
+C, i 


Vt, 2) = semen aç int rl {f° PE, Yasta), 
u(r), ALul-)](t))dr (3.84) 
+E, YC) F. 
证 只 证 (83.83) 式 。(3.84) SY UE BH FER MAY, 我 们 将 
其 留 给 读者 , 记 (3.33) 式 的 右 端 为 六 G2)。 对 任何 的 >0， 
FAE aE Tt, T], E 


ah £ 
Fit, «) te= sup {| Pa, Yess CE) + 
tw ELE] t 


oo wt JIC), w(t))dr 
« 9B. 


FVG, vee}. (8.85) 


Wh VG, ve.) Wee, eH AE ob, T(E ME Ë 
和 vee (和, PEER T (olw CICD, wit): tarat), 
使 得 
FoC, Yel) +e 
= sup Jf ROCO] CY), (3.38) 
wew [RT] 
Ah eM ae of ft, TIMP: 
alae. _ aalw- Y] (s), sE[t, t), 
(人 9) (ie lenl@), sett, T], 
则 有 


FG, ajs sup Jra Elw), wC-)) 
weCeew ee TI 


(3.37) 


= sap, 1], PE, Gere), aol WCDI), wA 
tI Pre oth) AUC | ert, WC) [it nd } (3.38) 


< sup ff ies vee), cole, wea dr 
+7- C, Yoa) +e | 
<a, t) + Ze, 
由 于 e> ORTER BB 
V-G, DPG, 2), (3.39) 
AHH, ili e>0, BE ac lt, T1, 使 得 
r-t, ote E m1 to Lt )], we)),. (3.40) 
而 由 VC, DELA 


Pa, De mo ff PE, Yo), awe). 


ey tT] 


wA +V, eD, (3.41) 
HEEE woe wt, Tl, 使 得 
A 
FO, YÉ (3.42) 
xd FEY (OE wl, T] 置 
WOY =w xn) +O xe ne WLI T]. 
(3.43) 
TAE Al, Tjin T: GEH a ELi, TJ) 
Allj) = [YI ts), 
Wee lf, TT, WOE YL, T]. (3.44) 
PU, dC NEE a 的 限制 ,于 是 ,有 
V-d, Yes E sup fy (RBC 7] CY, 
weep TI 
(3.45) 
Kit, LATRA ACOE, TI, 使 得 
VOG, YDET wead GLC], HCY +e, 


(3.46) 
SHA 
BC) sm KI) +O Xr CE LE, T), 
(3.47) 


则 可 得 ( 见 (3.42)、(3.46) 和 (3.40) 式 )。 
Pa, so) ~ es PC, veali), fon) ID , wT dr 
+ If pel?) (&[%, 0-7, iC) +E 


=de lanl C] ACY +e (3.48) 
aF a, e) +2e, 
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Fie > 0 的 任意 性 ,得 到 
VG, D < 人) (3.49) 
上 式 与 (3.39) 式 综合 即 得 (3.33) 式 。 
利用 上 上述 定理 ,来 证 明 下 面 的 结果 . 
定理 3.4(lsaacs WH) FERA VCO, DEO, 
T) xR’), NOMA FE t Isaacs 方程 及 终 慎 条 性: 
Vra, æ) + HG, w, Vitt, 2))=0, 
| (E,D ELO, T) xR, (3.50) 
F(T =hCe), ceR’, 
其 中 
A(t, @, p) 
=sup int F" Q, au, wW) + Cp, F(t, 2,u,w)}, 

YG, æ, PE IO, T] xR xR", (3.51) 
LAR C, DEC (0, TT] xR) HR, CARTHY 
Isaacs 方程 及 终 值 条 件 : 

Vi, ©) + Att, a, Vt, 2) =0, 
| Œ,» E (0, T)xR’, (3.52) 
Vr, s) =h(2), we R’, 


其 中 ， 
il? Gd, 2, p) 
=inf sup{f°(t, æ, u, w) + (p, F(t, æ, w, w))} 
V(t, 2, p)E LO, T] x RxR, (3.53) 


it— $, 2 Tig 4 Isaacs RRS, 
H ü, w, Pp)= HG, a, p=HG, s, p), (8.54) 
Vidi, e, pe LO, T] x R'xR’, 
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APE Al 
VG, a+ 4G, æ, Valt, ©) =0, 
| (E, s) E€ (0, TY x R", (3.55) 
VT, D = hle), «GR 
‘RR, BRE, Fie VEO, PEC (IO, T] xR), 
i] 
Foa, om) =p, 2). Vé,ne(0, 7] xR, (3.56) 
BOA RAR A A, 
在 证 明 此 定理 之 前 ， 先 给 出 下 面 的 引 理 。 这 个 引 理 在 最 
优 控 制 理 论 中 非常 重要 。 常 称 之 为 菲 利 满 夫 ( 入 ,四 .中 HHITUOB》 
apse. 
31323.5 (Ounwnnos) GUAR” + Hh — +R, 
g: la, 的 xD 本 为 一 个 给 定 的 了 映照 具有 下 述 性 质 : De E 
ze uel t-g, ORTH, Ht Beate La, b], 
wrath, we BAS, Rk 
Oe gt, U)= {gli, Duc U},a. ©. te fa, b]. (8.57) 
A He TM Be uC), (a, JU, 使 得 


g(t, u(t) =0, a o. tela, b]. (8.58) 
证 GEE 
du, v= 4 Ua , wu, ve Re, 


I +ju-ol’ 
Hp, pp R” PAK RER, WM, dC, ORATE 
Bie 
Nd(u, v) =d(v,w<1, Vu, vE R", 
{ace D =0, = use, (3.59) 
diu, D <d(u, w) + Aw, O), Vu, o, we R”, 


ph ae ee a oe 


P(t) = wet g(t, u) =0), tE [e, 5], (3.60) 
MH TC) ed, VEE [a, 本。 对 于 包 乎 处 处 非 空 的 铺 形 , 证 
明 是 类 似 的 .再 设 Uo= teu, >1) 为 可 的 一 个 可 列 秽 密 子 集 . 
则 对 企 何 的 we D, 及 0<C<1, 有 ， 

tela, bd, T@))<C} (3.61) 


-白喉 上 EE [a, b]; du, v} <C+ 1, 


=1 fet 
lg, loth, 
Heh, 
dlu, P@)) = inf dlu, wy, 


事实 上 ,对 于 任何 4E (a, 下 ,使 得 gw rO <C, SRR 
《注意 fe U PR) EETA] {os} CU, 使 得 


lin d(u, VEC, (3.62) 
lim d (vs, r(t}) =0, (3.68) 


而 {3.63) 式 等 价 于 
lim g, Dh) =0, (3.64) 


此 处 ,必须 注意 ;由 于 C<1, 故 出 (3.69) 式 及 @(.，,) 的 定义 
MOR BEER., FIL (8.62) 及 (3.64) 式 等 价 十 对 任何 
i=l, 存在 j>i, 使 得 


a (u, vs) SO + + 
| lect, a | < 二。 


这 和 便 证 得 (3.61) 式 。(3.61) 式 右 端的 每 一 项 均 是 可 测 的 ， 折 
以 左 端 也 可 测 。 另 一 方面 
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te (a, bhalu, TO) <C} = {4, b], YO>1, 
tE a, bjd(u, F) =C} =, VO<0, 
HC, 函数 trod (u, PD) IEW MEN. 


现在 ,定义 
ulh =e, WEE La, 6], (3.65) 
显然 ,sf 是 可 测 的 , A 
ant), TH) <1, ViE[a b], (3.66) 


令 假 设 已 定义 好 .1('), CAM, Be 
Oty i , TO 1/2771, wiefa, b], (8.87) 
d Cta aCi) p tgs) <1/2"", Vte La, b], (8.68) 
SO) By ARE 
Ci = {EE [a, b],d(u, TO) <1/2%}, 
{pe 4E [a, DJd ti, ty_1()<1/2*4, 
HF éd(y, rO, a OTE Hla, b]. 同样 地 ， 1B 
# Die Fle, 的 。 记 
AR = OY WD, k, il 
pj AF E T UE RA H 


(3.69) 


[a, b] =A, veo, (3.70) 


事实 上 ,对 任何 的 t€ La, 0], 由 (8.67) 式 知 存在 we FO), AH 
得 


dia), D LDL, (3.71) 
再 由 Co 在 中 的 稠密 性 知 ,存在 4% 宇 1, 使 得 

diu, v) <1/2*, (8.72) 

dlia), w) < 1/2"), (3.73) 


WA ue PO), MS. 72) Ki Ste Cl, mi (8.73) RMR 
tte DY, Bite At, 3,70) 式 得 让 。 今 定义 eC), La, 2] 
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-AUU BF, 
tn (D = 0, VEE AR JAR, (3.74) 
WA R te HLT AY, EREM te Ce, b], BA iL, 
使 得 
te AN) ACON D, 
HA tE CYO TOR) 
d Cta CH) 3 rit)) <1/2*, 
T H tE DP ay A 
d (ty (1), ta <1/2"?, 
因此 ,我 们 完成 了 tixC PUA, 14S (8. 67) A (3.68) 
式 对 任何 k=l 成 立 ,于 是 ,由 人 .63) 式 知 , 对 每 个 4E [4, b], 
ta 人 在 民 ” 中 Cauchy, 因此 ,存在 &(:) ,使 得 
lim iy lE) = u(t}, te fa, 8], (3.75) 


HFT a(l, JU api], HUAN, u), Ce, b] 
>U 也 是 可 测 的 。 再 由 人 .67) 式 知 
d(u(), Fé) =0, i€ fa, bl. (3.76) 
HAIE, ORT u ERETO, E, (3.76) 式 
导致 
wD € r(t), tE [a, b], 
BB (3.58) REM. 

现在 ,证 明定 理 3.4, 

证 RIIET FERAI. ATEARI 
结果 ,证 明 是 类 似 的 .首先 ,对 任何 e > 0, E, w) E [0, T) x R", 
Wie CS li, TIMP Mem woe gT, T], 令 

gas, w) 
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=[fld, a, u, w(s)) + Vat, e), F(t, 2, t, w(8))) 
—inf {f(t, v, @, w(s)) + Vid, 2), FE, w, t, w(s))>} 
el, Vos, wet, TxU. 
MAb, [---]* =max{0,--}, WS, 0. 关于 5 是 可 测 的 , 关于 
4 是 连续 的 , 匡 ( 由 下 确 界 的 定义 ) 
Oe gts, v), aoa sett, T]. 
因此 , 由 引 理 3.5 40, FE uC) ECO, Tl, 使 得 
g.(8, Ue(8)) =0, a. e. seft, T], (3,77) 
即 
f(b, a, uals), wis)) Vit, @), FG, Dy Ual), WE) 
(3.78) 
<inf (f(t, e, B, w(s))+ (Vat, a), F(t, s, T, w(3))}} 
vey 
+e, 
定义 
a,[w{-)}(s) =ue(s), Ys E[t, T]. (3.78) 
易 知 ,ooE lt, Tl FE, fy (8.38) sha, 对 任何 >t, 


Vr, as J PCE, pa), Hels 


ete SMP. Tr] { 
w())dt +V (8, ga(s)) }. 
Os sup ff flit, vu, (tT), w(t) dT tF dd, £) (s-#) 
woewli-T) wf 
+ (Vet, 2), ye —@) +o (Js =t] + lve es) -a 
< Sup, S LFG, £, % (T), w(t) 
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+ (V5, D), FG, 2, w(t), w(t))) de 
+V7 G, O-O +o(js~#|)} 
<f sup inf{ fe (i, ou, w) + (PG, 2), 


FG, eu, w))Jdt+e(s-OH+V7 0, æ) (s-t) 
+o¢{s—#]), 
(AGREE EE, ERAPR O(|s - FD FF wC-) Al UC-) 是 
— Si. MM, 除 以 (38 一 人 站, EF spt, 得 到 
OV itt, 2) + HG, aw, Vz, 2) +2, 
EA e > O EERE, 得 到 
O<Vitt, a+ At, e, Pal, ©). (3.80) 
男 一 方面 ,对 任何 E>0, Rs>t, 存在 oe wt, T], 使 得 
V2)+e(ls t) 


> fro, Wess CD aT) (T), wT) Jdr 


ute swe, Pad 
+ ye, YeD, 

KW, 
e(s—i}> pf. Sid, æ, afw oy] (a), wr) dr 

teg sone, T} 

+ Vid, a) {8 一 i) + (V5 cd, z) ’ Hera (S) —2) 


+o([s—tt t+ ees) - =|} 
sn inf[ fC, T, W, w(t) 3s 


+ (Vit, w), ft, æ, u, WT) dr 
+V5(t, 2) (6-0 +o(s-+))} 
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=f'int( Pe, a, th, w) + (Ven CE, Wy f(t, %y ty w) Jar 
+F, #2 (s-#)-o([s-2j), 
此 多, o({8-t RT we) Mul), Ti we W 为 任 
KPa. WHR -O, BS ept, 可 得 
eV, 2) 十 inff, T, u, w) 
+E, 0), FO, w, u, wT, YwE TT. 
Rit, cFweW RERA, BS 8-~0, 得 到 
Vra, a) + H(t, x, Fs, 2), (2.81) 
A (8.80) Fi (3.8) AX, HE B.50) Ria, APE (3.52) 
式 。 今 若 {3.54) 式 成 立 ， 且 VC Jeo, T]) xR), W 
它们 鸭 流 足 (3.55) 。 因 此 ， 当 (3.55) 解 唯一 时 ， 得 到 (3.56) 
式 。 
方程 (3.50)、(3.53) 和 (3.55) 42.20) 具有 完全 一 样 的 
形式 ,类 似 于 最 优 控 制 问 题 ,我们 发 现 定 理 3.4 中 假设 了 上 或 
TARRE C 的 ， 但 命题 3.2 仅 告 诉 我 们 上 .、 下 值 函 数 
Ve 的 关于 二 和 2 是 连续 前。 因此， 定理 3.4 的 条 件 是 太 
强 了 。 如同 控制 问题 一 样 ,一般 而 言 , 上 , 下 值 函 数 未 必 是 Cr 
的 。 因 此 ,定理 3.4 的 意义 仅仅 是 导出 了 Tsaacs 方 程 的 形式 ， 
严格 的 理论 还 有 待 于 建立 。 


$4 最 优 转 换 控 制 问题 


本 节 将 讨论 一 类 非 经 典 的 最 优 控 制 同 题 -一 ~- 最 优 转换 控 
制 问题 。 这 一 类 问题 的 非 经 典 人 性 出 现 平 性 能 指标 中 。 与 经 典 
最 优 得 制 问题 相反 , 我们 将 详细 讨论 无 限时 间 区 间 的 问题 , 而 
简 述 有 限时 间 区 闻 问 题 。 
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HA=(1,2, =, m}, fp R"xK ASR’, f°, Rox A->R, 
kh, AX A+R =[0, co) E, seh FR. 

O FERM L, Ly, r>0, O<6<1, fit ft fre, 2 
ER", Hide A, 成 立 着 


lft, D- F, dlje- Ê, (4.1) 
lfc, d) aL + fatal, (4.2) 
| fo(a, d) ~ FB, DELO + [ate + Jair ls — a, 
(4.3) 
fot, d) EL + fel, (4.4) 
Gi) 对 所 有 的 4， 他, AEA, dxd<d, 有 
kad, È) Rd, d) +k, @, (4.5) 
kid, DD =0, (4.6) 


容易 见 到 , ER G S § 2 pay 相同 (假如 将 4 看 
RUM). Seb § 2 中 定常 情形 , 设 入 >0, 满足 
A> Eg(f +}, (4.7) 
Mish fe) HS Be Leor ATS ey LG) Pee ay, 
现在 , BM, Vd A, 
F= (ids, Oasordy=ad, 6,=0, de A, hE [0, œ], 
Vorels@, $ + oos Oy oo hh, daidi, 
Ber, dior co}, 


FEN di, Odie S HAL EA DAN — PERE, St 
任何 - -- eae hl de, OD eaa E F*, 记 
dC) = Bids Xt 209 Cs [0, 2) >A, (4.8) 
DW, CDE: -个 分 段 常 值 的 右 连 续 丙 数 。 对 于 这 样 定义 
dC), SR PRA 
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Be = fe, EH), a. o FEO, œ), 
Y,(0) = 
设 0=9<B<B<…… 则 在 [0, 897 上 ,系统 为 
Pa) = F (YG), da), E CO, 61), 
yx (0) =a, 
ME, 6) 上 ,系统 为 
a(t) = Fly C), dy), +E (6), 2), 
ysl) =y.(8;—0), 
以 此 类 推 。 今 车 设 系 统 
gt) = fF, D 
表示 第 了 部 机 器 运行 的 规律 . 则 上 述 表 示 , FEO, 9 上 ,开动 
着 第 dy 部 机 器 ,在 时 刻 f= 抽 ,转换 到 第 忌 部 机 器 上 ， 然 后 在 
:91, 9.) 上 运行 该 部 机 器 ， 再 在 时 刻 t= 02, 转换 到 第 da 部 机 
器 上 , 以 此 类 推 。 因 此 , (4.9) 式 表示 了 上 述 的 一 系列 转 摘 、 送 
FAR. AHRR, 则 它 是 我 们 已 经 讨论 过 的 经 典 控 
制 问题 的 一 个 特例 , 无 非 是 将 口 取 成 一 个 大 限 集 。 现 在 , Se 
其 性 能 指标 ， l 


TEC da, Ohia) = |" PCO, A ) ord 
PLST die ree. (4.10) 


FE SRP, 8 TA TE, 它 与 经 典 的 无 限时 区 定 
常 问题 相同 ( 见 $ 3. 而 第 二 项 则 表示 转换 花费 , 其 意义 如 下 ， 
在 时 刻 1= 负 ， 由 第 di-i 部 机 器 转换 到 第 d 部 机 器 的 花费 为 
eR dea, d), ERPE HAN, EN RE A 
的 了 。 

为 了 雇 后 书写 方便 ， 我 们 将 不 区 和 分 2 ) AM ida, Fb ins 
但 是 ,值得 注意 的 是 , SAE Os, = 9 时 ,尽管 作为 函数 
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(4.9) 


AC) SBF aX ) = BC) 


5B deiX ) 
i ius 
但 我 们 仍 认 为 作为 转换 控制 , 它们 是 不 同 的 ,这 是 出 于 转换 花 
费 的 出 现 而 造成 的 。 事实 上 ,它们 对 应 的 转换 花费 是 不 同 的 . 
因此 ,将 EC 与 好 Od no SRR, 应 记 住 此 点 。 作 了 这 
Sl DUB, (LIOA AE g JaC). FE, WÈ 


最 优 转换 控制 问题 ， 
HAS, HAEN ER, de A, FRA OES ER 
JS a"()) = inf TGC), (4.14) 
[ FT 
“SIR PERS Q*( .存在 时 , 称 之 为 量 优 转 撞 控制 。 
定义 问题 全 的 信函 数 为 


| wm) = inf JSC, Yæ, DER x A, 
ayare (4.12) 
ola) = (ol(a@), 2 (a), +, E, re R’, 
PRT S1~§ 2 中 讨论 的 最 优 控 制 不 闻 之 姓 是 ， 现 在 的 值 通 
AoC) RR", 是 向 量 秆 的。 原因 是 由 于 转换 秦 费 在 指标 
中 的 出 现 ,使 得 最 优 指标 值 依赖 于 转换 控制 的 初始 值 ， 从 而 ， 
ERRE a, OBR AT 4 是 一 个 有 限 集 , 我 们 便 将 4 认 
为 是 指标 集 , Mi, HRA oR RR. AD, 
§2 中 有 关 的 所 有 结论 都 将 会 有 许多 有 趣 的 收 动 ， 在 这 一 节 
中 ,我 们 将 详细 地 讨论 这 旦 改动 。 
命题 4.1 Aaa oO) AATE BA, Va, ER’, dE 


A, 
ota) |< (1 Jel, (4.13) 
[ot (a) — ot 4) | <O(L + fe) t+ Jere) le Br, (4.14) 
ott: 


A-E a 
sb, RRM TL, Lo, 7, 6, At, 而 ne (0, At 


Ae), 

证 BG, IERE, JERK A, AdE HH 
转换 的 控制 ， 即 = oo REM =d, MAM MAH MIE 
意 类 似 于 (2.42) 的 式 子 ,有 ' 


We (2) <J4(E(-)) = [rem Pe , dat 
< 人 eM + [ya €) edt 
0 


< {or emer (jal + LO] 88 (4.15) 
0 


<C (L+ jep. 
反之 ,对 任何 的 4(-) ES, HRC, HARRIE, A 
JAD S| yal, dA 
>-00+ jel), 
因此 ,关于 AC) E P 取 下 确 界 ,可 得 
aS- lel). (4.16) 
JAI, BB 4.13 A. 今 对 于 w, ER, deAMACIE SL 
HIF 2.48) KF, Kp VO<n< ATTA) Ao, 
ITEC) -JLA 
<[ LGA [uO a lus O) 
ly.) — ya D pdt, 


<b | 二 [人 人 + Ltt? 
a 
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+ (8! 4 LHn] ela Blends, (4.17) 
<C 1+ jej + [2]°79) fa— Bie, i 
于 是 ,关于 G0) E ze 取 下 确 界 。 即 得 他 .14)? 式 。 
下 一 个 结果 应 该 是 最 优 性 原理 。 对 于 最 优 转 挽 控制 癌 
Wi, WEBB ACR ATR. GRATES iy SE 经 典 
H., RMR PRAT, HEN wC) = Wwe), wD, 
wry WPC RR”, > | 
Mf] (ol = min {wg (a) +h(d,d)}, 


VaeR dea, (4,18) 
定理 4.2 【最 忧 性 原理 ) AGKUDAR TIER: 
Via, de Rx A, t0, 
wf (@) Mv] (2), (4.19) 
ofa) < PUE), Dedra, (4,20) 


此 处 ,gs(.) 三 加 (四 为 系统 (4.9) 对 应 于 常 值 控制 《 即 无 转 
BRB) = 4 的 解 。 进 一 步 ， 若 (4, 了 9) 式 中 严格 不 等 式 在 
FA % 成 立 , 则 存在 名 >0, 使 得 
OCE) = fi P Wa lT), DAT ot ya (EM, 
WEE 10, to], (4.21) 
证 对 任何 (ze, DER"xAWREE ANG, REC) 
Ef", REN 
dC) =z Diamar C). 
fa, Edi) = E diiad (小 如 下 : 
do dd, G,=0, d=, G= O01 Vix, 
WEI ACS, BH 
113. 


名 (的 TIC = JEE) +h, d), (4.22) 

AF dC) € .是 任意 的 , 故 得 
uf (a) <vf(e) +h, d), WEE A, (4.28) 
RY 4.1K, WE, MEE dO = Bide Xie nat (JE 
F, SEM OME AE t> 0), dC.) = PALIETTE (9€ 
PWF: 
[7 =d,, Viz, 
O=0, 6=0,+8, Vil, 
则 有 
HORROR CAOR Dede 


+ fF (Ye lT), dT td) edt 
+ ay Gat di} 8 Ase. gat 


=|" Fy), Dear eo ThA). 
所 以 ,关于 4(.) E S 取 下 确 界 , 得 到 (4.20) 式 ,最 后 , 设 
of (ay) < Meo (ay) ， (4.245 
W Ve>O, 可 找到 人 (= 于 全 -it se OES, BiS 


(ay) + EJ CO (4.25) 
4 Oj =0, Wh (4.25) Re, 
vt (aq) bea Ft CHOE kld, ds) 
Sotw) + kid, dO MELo] Ed, (4.26) 
ab, d*(-) = pà aX ye ate E FH, 
di = dy, Of = Oy, VIO, 


BR, 4.20) 56.20) (AA ea RHEE, Aun, 
“4114 。 


ði >0, 今 证 明 存 在 by >0, 使 得 


Aft, Ve>O, (4.27) 
事实 上 , AIR, 则 对 某 个 +40， 
ee NO, (4.28) 


HE, 
vf (ao) + E22 (dC)) 


= i” J (Yas (tT) 3 d) earder 

+i, F Ha T), Ure rds 

+h(d, di) ere 

+ kC, ders 
=f“ A (Wr T) >a) e*tdt+k(d, a") oat 

+ emnt Td aa) (4.29) 
>f” Pgs CT), de **dt +k, dyer 


十 inticy., (4D), 

teiks E) = D do amides He) CIEL ERA 
[75i vi=0, 

B= 0, = 6-08, i>, 
注意 到 4 AERE, oC) A ye ( ES, A, E 4.22) 
式 中 , 令 e 一 0 H(A did) 

wr kd, d) + of (x4) Mv] Creo) 

又 与 人 .24) 式 矛 慎 。 故 但 .2 好) 式 成 站。 于 是 , 对 任何 i<h= 
4, 有 


a116 。 


via) tel Mya), DEAE ose EO) 


>{ POT), do dr + oY). 


MS -x0, 再 结合 ( 生 .20) 式 , 得 到 (4. 红 ) 式 ， 
利用 上 述 定理 , 导 则 下 述 的 定理 . © 
定理 .3 (HIB 方程 ) Re & wo) ECHR”; 
R, ae BA Fii HIB 方程 
max {hot(s)— (ofle), Flrs d)) - F's d), 
(a) — M'u] Cx)} =0, (4.30) 
(x, d)ER*x A, 
证 首先, (4.19) Al(4. 200K 4-20) AKA SO. 
其 次 , Fe a a AB 4. 2 知 , 当 
utwa) < M4[0] (aq) 
时 , 必 有 ( 见 (4.21) 式 ) 
ADi (ay) ~ (f(a), fF (eo, dY- F(a d) =0, 
从 而 得 证 人 (4.30) 式 。 ` 
对 于 问题 &, 由 最 优 性 原理 导出 HJB RE MAR h 
问题 中 的 类 似 过 程 更 求 得 更 简单 。 原 央 是 此 时 的 控制 孙 数 的 
SPALE Se fa BB 
方程 (4.30) 也 可 表示 成 下 述 形 式 , Vx, d) ER*x A, 
Mw) (ute), f(a, d)) fy, d)<0, 
vw) — Mr] (e) <0, 
[Avt(e) - (08(2), f(a, d))- fæ, D), 
posce) = Mé(v](n)] =0, 
OPENS Fr PAS PR A RDA Ae, mM Mle) RAE 
“RE” AMR MARIAM ST, Sel, (4.30) (2.50) 
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(4.31) 


是 有 很 大 差别 的 。 Bee Ra EF ET 
在 2 中 ， 我 们 曾 形 式 地 用 值 函 数 去 构造 最 优 控制 。 珊 
理 的 过 程 关 非 常 粗糙 和 不 严格 的 。 但 是 ， 对 于 现在 的 问题 凡 
而 言 ， 却 可 使 得 构造 最 优 转 所 控制 的 过 程 是 完全 严格 的 。 下 
面 , HLS (A Pa Be oC) 来 构造 出 一 个 最 优 转换 控制 . 
Hs, d)ER*xA, 4 


d* =d, o* =Q, (4,32) 
aR FR FP RIL, 
{Pe = f(y), d), i>0, (4.33) 
ya (0) =p, 


则 易 知 , AA tM [ol OEE, A, 可 定义 
6# = int (i 0, of (y) = M8 [eo] (yO), (4.84) 
tah, Ae inf $= too, MH eto (Hil, PBR E 
简章), 则 定义 
dy -min{d € A\ {d}: M% [o] (WoC 64)) 
= UG) ) + CGM, Ed}. (4.35) 
然后 , 再 解 下 述 癌 题 ， 
位 = FYE F, SLT, (4.35) 
PED =y EF- 0), 
BE EL 
6% = inf (18t, oF (y(t) = M'E [o] CCE). (4.87) 
H OF cao, We 
a* = min {8 € A\ (at), M* [o] (yG) 
= v4 (y,(£)) +k(d%, E>, (4.38) 
也 此 类 推 ， 完 成 定义 f, OF ion 我 们 要 说 明 它 是 一 个 最 优 
控制 。 
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首先 , 证 明 
test (y,(64)) <M [vo] (y.(6*)), dal, (4.399 
事实 上 , BARA, Wy d? ELAGE. DE) 
pitay (bR) ) =U"? (yn (68)) Edn af) 
= M°? [0 (y,(6%)) + 4(@% a, GF) 
=ui(y.(6%)) + Aid, áf) + kde, df) 


Sui (y (6%}) + kB, d*,) 
MI [o] Cy. (6%)) 2a at (ye (68) 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 (4.39) 式 成 立 。 队 而 必 有 
6" 6%,, Vid, 6F coo, (4.40) 
再 由 of: AY Re SG 
vt Cy.) <M" fe] (yn), VEE [OR, 0%), (4.41) 
因此 , 由 定理 4.2 的 最 后 部 分 可 知 
of (ye) = [PCy cons E), aera 


st t * * 一 入 六 自生 二 1 一 健生 和 
+e (Hren Efa 人 6; )) EC Met 


={ fo" Pye), ayer 


ar 
TOROA aa begat 
从 而 , (注意 ifa 的 定义 ) 
ew yr) = PgC), deerat 
十 (4,425 
= f P yee), dF)o 2rdr 
+ eam who COMs)) + hd, a) ], 
PBL. PRET S< oo, HCA ADAI (ALDIRAN 
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tay =f" py, anya mde 
+ Skt, at) oe 
$e? tutte (y,(68)) 
Sl Fy), d*(z)) erat 
+ Sh ats, aterm 
-CEACE + [ys (0R (4.43) 
=- feen + ee ie] + Lry t]de 
+ SR, dh emar 
一 Gerate + heehee] + L688] 
OC + al) + Saat, atest , 
此 处 ,用 到 (4.7) 式 ,而 局 为 不 同 的 常数 ,于 是 ， 
Whats, ate <O Jol), (4.48) 


EAEC AK MIF to 因此, DA 
L*h oo, (4.45) 
因为 o 
klota u*) 22min kd, d) >0, Yi=l, 
and 
i d* (+) p> arale pO EF, MMNE(4.43) 式 的 第 
一 全 等 式 中 , & ty oo, 并 注意 到 
[e7aete ght (yx (8:,)) Jace tel + lv. (6*) Ir*4) 
gC er te I + Leto to (| al + LE") 8} 0. 


MAF 
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wife) ws) = | YD), O 
+ RGR, dr)e 


= Ji(d*(-)), 

因此 , oe (BATE Md" OR — PE A 

因此 , 对 于 问题 8, BE REPR A  B oC), 则 必 可 构造 
性 地 找到 一 个 最 优 的 转换 控制 。 

“ 止 面 讨论 的 是 无 限时 区 定常 的 转换 控制 问题 ， 现 在 ， 简 
述 有 限时 区 非 定常 的 转换 控制 问题 ， 

$ T >0 为 一 固定 常数 ; 仍 设 A= (1, 2, =, m}, fi [O 
T] x Rx A+R, fo, [0, T] xR"'xA>R, h R'—R, k, 
[0, T] x A x ASR HAER, 它们 满足 下 述 条 件 ， 

(i)! 存在 常数 工 >0 和 连续 前 数 o: R*xR*>R*, EK 
于 其 每 个 变量 均 单调 增加 ， 满 中 or, 0) = 0, Vre0, HA, 
Ye, 2ER", te O, T], dEA, 


BLET d) - f, 2, dY |se- 2l, (4.48) 
“YFG, a, NEL + Jef, (4.47) 

| fe, a, d)— Fa, &, d)]|. Bie -A@)| 
a(l] Viet, le-ép, (4.48) 
F'G, 0, D|, [AO] EL, (4.49) 
(ii)! ANAR d, d, dea, dxdxd, U ROctci< 

T 

50) 
k(t, d, d) =0, (4.5]) 
EG, d, DERG, d, d), (4.52) 


注意 到 , PEREO AGI)! 是 与 本 节 开 头 的 人 和 《这 
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对 应 的 。 易 见 , 四 人 一 人) 要 比 候 一 6 来 得 绊 。 另 外 ;我们 
也 可 将 (人 "与 3 CL) PERE, HP AE AR, A 
(DD 与 (1) 实际 上 是 一 样 的 。 条 件 以 .52) 是 从 定常 情形 所 
MMA eh, d) 上 呈 有 的 类 似 性 质 得 到 局 未 的 。 访 条件 
在 证 明 值 函数 关于 的 连续 性 中 起 关键 作用 . 
现在 ,定义 转 加 控 制 阵 数 集 。 为 此 , FER tc, T) dE 
A, 令 
= (ld, Oh inary Goad, H=t, d,E A, BELt, T], 
Vil; tT; didis PACT dais d) 
<æ}, 
任何 hs 60 cw0E 称 为 以 于 为 初始 时 刻 , d 为 初始 值 的 一 
个 转换 控制 。 与 本 节 开 头 一 样 , 仍 将 {041; Ohim 与 
d(-) = droas) 
等 同 起 来 。 然 后 , 考虑 下 述 系 统 ， 
Peral) = FCS, Yra lB), O85)), 2.0.8 E [6 T), 


4.53 
Yorw(b) =, (4.53) 
而 性 能 指标 为 
T 
AUD = | SE, Yeal T), EDAT HRAT) 
+ S(O, diis d), ' (4.54) 


A DOSS DX ORE OP Be a ST eB TEMME. 
问题 他 对 尾 何 给 定 的 [ d€ 0, T] x R*x A, 3 
Ra (EK 4, 使 得 . 
Fea (d"(-)) =inf Tial). (4.55) 
定义 值 遂 数 为 
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wilt, æ) =inf J} (iC), 
(t, æ, d) E [0, T)xR*x A, 
w(t, T) = Cot w), l, ayy oree DPC, wm)) 
t EE, TR, 
v(T,a)=h(z), (2, d) ER" A, (4.57) 
命题 4.4 AAR HC, RR 和 5, RxR 
R.GREEP ERM KRW LS, 2 G(r, 0) =0, Vred, ae 
lot, »)(<O(fa]), VG, v, d)e[0, T] x Rx A, 


(4.58) 


(4.58) 
[or Ct, æ) — of, DIEDEN, le-a + |t— ti), 
Vi, fe (0, T], my 2ER", dEA, (4.59) 


证 (4.58) 式 的 证 明 可 以 综合 (2.8) 式 的 证 明 及 (4.13) 
ARER, 而 (4.59) 式 中 关于 ww 的 局 部 一 致 连续 性 可 类 似 于 
(2,9) 式 的 证 明 真 接 得 到 ， 今 证 明 一 下 (4.59) 式 中 关于 上 的 
连续 性 。 为 此 , 设 0<t<i< 了 了 , 并 设 

[TiC Ts)) To (al V2], emt, 

Vit, æ, d) € [0, 2] x R"x A, (4.60) 
HAMEL AA, Ho, OWES (2.13) 
RMA. TH, MEME =Da Aea DER 4 
d( +} et JES 如下: 

Do=t, Di = 人， iSl, 
dy = dy, 720, 
则 注意 到 类 做 于 (2.10) 式 的 式 子 , 有 
Mts ESE AC) 


(4.61) 


= [f PCa, Hels Ddr Teh, dD) 
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[Lt oC yee) is Yee dt + IC) 
+Y ENV lot, Jy) zl) 
<(L+oceT(1+ el), A eE- 
+a (e??(1 + fal), Ler + fep cli- tj) 
+J). 
因此 ,关于 EC) CY RE BH, 19 
wt(t, ©) ott, ©) <w(lal, |f-2/), (4,62) 
其 中 ，es(.…，.) 的 定义 是 明显 的 。 另 一 方面 ， 对 任何 &(.) = 
D diakrona C) EFt, ie l 
dg=min{i>1, @>h, (4.68) 
则 有 
at, ixil, 
9. >t, 
FEO = Bde xii EHF 


_ (4.64) 


8,= 0 toi, (4.65) 
dzd 420, 
Tl FH (4.50) (4.52) RI 


fazo tatg- l, 


Jiala(-)) =f" pa, Yael T), A(t) dt 
+ | Per， Yer T), ACT) dt + Aly,,2(T)) 
+ See, diis Gi) + DAs, a ad.) 
= -fi [L+ ocer Jel), of? + jej) ydr 
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+ E PCs Yanan, 2) ae 
+ hye ee -IDD 
十 ‘SG. duty di) + DAG, dias di) 


= -[L+a(eT(1 + Ja), eC +1211 6-8) 
+ vi. ode 2) 
>- (lel (t-2[) + FEC) 
> oel, -êD + of, x), 
从 而 ， 在 上 式 中 关于 QC EF 取 下 确 界 ,得 
ol, ©) -oÊ «) = wot], 11— £1). (4.66) 
HAG- 62) RSA PTE nG, 区 关于 二 的 连续 性 。 
类 似 于 (4.18) 式 ,定义 转换 障 碍 算 子 性 如 下 : 
Ms{w)(t,2)= min tw (t, wm) th(t, d, d)}, 
Ywl, -},[0, T] x R*-R", (4.87) 
tt, m, d) €[0, T]xR*x A, 
然后 ,三 下 述 的 定理 。 
定理 4.5 GRR) 人 慎 西数 (，') MATER 
tte 
ott, tM [vo] (t.2), 
Vii, w, d)e (0, Tx Rr"x A, (4.68) 


vt, ES Jif F(t, Yia (T), DaT +o (Ê, Yelo 


yostataT, (x, d)ER*x A, (4.69) 


WE Yel) Yord), H Ha 4 (4.68) XARA (fo 
op) E[0, D xR REP RREAN, FE Eto 使 得 
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Y(t ay) = r FCE, Un TY -AAT + ot, Ye PY), | 
VEE [ts 2]. (4.70) 
这 个 定理 的 证 明 与 定理 4.2 的 证 诅 几乎 一样. 由 此 和 结 
果 , 类 似 于 定理 4.3 的 证 明 , 立即 可 得 下 述 定理 。 . 
定理 4.6 (HIB AB) RAAR OCs EQN LO, TÌ 
SRR”), HERAA FE HIB F H 
mine, æ) + (vti, 2), Fs 2, d+ f°, 2, a), - 
Ct, £, Ò ETD, FIKR As 
M¢[v] Ct, æ) - oC, 2} = 
aT, æ) =A(#), (a, © oR A, 


(4.71) 

比较 (4.80) 与 他 .71)， 可 见 它们 有 许多 相似 之 处 。 粗 略 
BE, WLU ott, oA eet) BRB. MERRIE 
Hy (4.71) 49 (4.30) BRE RET 

最 后 , SUPE AE, LT We (EK OC, -) 
一 个 最 优 控制 转换 米 ， 我 们 略 去 了 这 个 过 程 。 

补充 说 明 … 下 条 件 人 ,和 (4.50) 的 意义 。 它 们 表示 ,在 
间 一 时 刻 从 有 转换 到 名 再 转换 到 d, WAN od HERA d 
来 得 便宜 。 该 条 件 将 在 以 后 证 明 粘 性 解 唯一 性 时 再 次 用 到 。 


$5 最 优 脉 冲 控 制 问 题 


本 节 将 讨论 另 一 类 非 经 典 的 最 优 控制 问题 。 这 类 问题 的 
非 经 典 性 既 出 现在 指标 里 ， 也 出 现在 状态 方程 中 ， 这 类 问题 
ATER RPE A, EO TBAB ZL OK 
看 一 个 鲍 于 . 该 例子 与 H 中 的 例子 有 密切 关系 。 


.125 ， 


ROSA, HeccR 为 该 种 商品 在 商店 里 的 
情 备 量 。 则 当 没有 进货 时 ,x(.) 满 足 
BE) = -s eat’ io, (6.1) 
此 处 = 弛 为 销售 速度 ， 商 让 进货 实际 上 不 是 连续 的 《 认 沪 它 
连续 , 正如 e 中 的 例子 ,仅仅 是 一 种 近似 ,使 得 问题 变 得 容易 
AEE). FA, 比如 说 ， 在 时 刻 1= fr 商店 进货 右 宇 0, 财 有 ， 
sit, +0) seft- O) +8. (5.2) 
然后 , tS b, PEOD. 营 在 1= ra>z， 商 店 作 
第 二 次 进货 Soe 0, WA 
Zz{Ts +0} =a2(t,-0) 十 二 (5.3) 
MEWE. BAER ALTO, TIE Pee Bi See 
Wt, €, 921, WM, BAIL 


dD = ~ sh Es] +E), t0, (5.4) 
此 处 ， 
E) =% EX s tE, T]. (5.5) 


页 (5.4) 式 应 理解 为 下 述 积分 方程 
aQ) =a4—{"s(z)[e(t)] "dt + Et), EELO, T) (6.6) 


因此 ,车 以 (5.4) 或 (5.6) 式 作为 系统 的 状态 方程 , 它 旺 然 不 是 
RAH. PIE, 此 时 z(-) 其 至 都 不 是 连续 的 ! 现 在 ,再 让 我 
们 米 看 一 下 共性 能 指标 。 首 先 , 仍 有 销 瞄 履 入 


f as (D [x(#) ] di 
RE AE EE 
ferea tdt, 


至 于 购置 商品 的 花费 则 汐 
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D [oo + 88,3, 


jm 
Mah, DAME o>O 为 定金 。 即 在 订购 时 村 出 的 一 笔 订 
费 。 因 此 , -- BIRR A r, 决定 订货 ， 至 少 一 笔 数 目 为 co 的 
FER ATH, ANGE YE 7, 时刻 实际 上 没有 购 (&; = 中， 此 笔 数 
日 也 是 不 能 收回 的 。 因 此 ,总 的 豚 利 为 


J =|" {as( L208)]* — eLa) hdt 
+ 及 [co+ 8&,}. (5.7) 


ay, ERR EB. LAR, MOAR ORKA, 
AS a>, Hi a(t) 0, Vie 0, BEDDA [a] 可 换 
B ect). ba TEAN ed Td, 其 中 的 &(-) 
BER Hy EROH. 

TEA R Ok el BE 

设 KOR, WEP RAR: 

i É EK, > +868, (5.8) 

# T> 04, 7,(0, T] xR'>R, f*, [0, T] xR'—R, h, 
R°+R, 1, [0, T] xK-R 均 为 连续 映照 ， 我 们 作 如 下 和 假 
设 ， 

0O 存在 常数 上 >0 fie sem Ro, R*xR*+R*, EX 
于 其 每 个 变量 均 单 调 上 升 ， 满 足 olr, 0) =0, Yr=0, 使 得 : 
Ve, ER, 14€ [0, T], 


Lf, 2 一 Ff, Yl <Lle-4l, (5.9) 

WF, BL + |e), (5.10) 

| fa, a) f'G, S), Ale) hta) | 
<o(|xi)\/'4], le-4)), (5.11) 


| FC, js HO] ae, 
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fod, £), hm) —L, (B42) 
(it) 对 所 有 的 Oxctat<T, E, ECE, 


Kt, E+ Dh, EY +1, E, (5.13) 
id, E IG, £) , (5.14) 
inf 1, &=h>0, (5.15) 
tHfelhT] ee 
lim inf i, €)= +00, (5.16) 


Ifl eE] 
ERA LEO pRO D (EIDR I p A 
式 子 是 一 样 的 (只 要 到 4 APAR), (5 1DRGE4 ADR 
AR. WDE TER EH. 现在， 我 们 
ELAR Fe il PR, we te (0, TT), E 
w(t, TT = {&(-) = Ekin nC) fe, T] 
>K, Tf, TAT, EER, Viel; 
DIG, E,<oo}, 
FRAT ECE. Tt. 了 ] 称 为 一 个 脉冲 控制 。 容 易 知 道 ， 由 条 性 
(5.15), HER ECO Eo Tt, Th, FE PB ECO, 使 
得 
gO) = SP Eien). (5.17) 
对 于 任何 的 (t, 2) Elp T) xR ME DEL, TT), BRR 
统 为 (形式 地 ) 
Peal) = f(s, Yess)) +G) sE, T], 
Yn, 
HAF EC- (232: -- 44 BE APB, (518) A PR A 
BA, RL er RAED, 


Yeo(S) = U4 f F Es Yee TdT + C8), 


(5.18) 
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écex<T’, (5.19) 
EE AY ee EC) RAAT BRERA BRR AY 
的 人 性 能 指标 为 


TCD = [FIGs tye) + hy FY) 
+ ry Eh (5.20) 
RARECO SD ënn C). H EC) Ves trp E) 同 


EE MRS, HE PR SE ET CR. BE, BR 
非 会 有 可 能 的 混淆 FO, BRR EIR. Bak 
冲 控 市 问题 可 以 撤 述 为 下 列 问 题 。 
问题 1 对 给 定 的 G, e) E [0, T) xR, BREE 
Alt, T], 使 得 
Fee (= inf  Je.(6C)). (5.21) 


PEMET] 

需要 注意 的 是 , ERG. DF, HAAN E(-) cr 
T], 方程 (6.19) 至 多 存在 一 个 解 ， 而 注意 到 (5.10) 和 (5.17) 
Ko HHEH EC) cv Tt, T], (5.19) 式 的 任何 解 是 有 拭 的 。 
综合 此 两 点 ， 可 知 对 给 定 的 Œ w) E [0, DXR, Yel) 由 
EC) EXT T] Rime, AERP, T] 上 有 定义 。 由 
址 可知，¢5.20) 式 的 定义 是 明确 的 从而， 问题 1 是 有 意义 
的 。 现 在 ,定义 辣 题 1 的 导 函 数 如 下 ， 

v, t= inf JaC, 


(ER (2.7) 
(i, £) € [0, T] x R”, (5.22) 
HER OT A RR TR. A I 显然 与 
问题 S 是 不 阿 的 两 类 非 经 典 问题 。 但 是 ,我 们 糙 会 看 到 这 两 
类 问题 有 许多 相似 之 处 。 
对 于 上 面 的 有 限时 区 上 的 最 优 脉 冲 控制 问题 ， 由 于 轨 线 
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Vere RARE HERAA, AL Ko, 9) 关于 # 
BY 3 BEBE ELE OS BR PEE 8 oe A.A i 
eau. Jat, Sh oh Fat i. 

命题 5.1 titi i OET] a ER, sE T], 


有 
lyera (S) Eere + Jel) + GEC 
+ eb ES(zJ1dr， (5.23) 
PORTOT fo—al. (5.24) 
证 “由 条 件 (5.10) 知 
[yea (8) al + | EA + hy, Dar + NEC), 
所 以 


1+ fyel) [<1 + fo} 
+{ Lt bye Dae +E, sel, TI. (5.25) 


FEAR - 章 引 理 2.5 (注意 ,此 时 对 应 的 pC*), ea) 都 未 
L [4¥e,0(8) |] a1 + fol + EC 


+ | 'Lett-dT1 + fa} + [ECr) Ide 
= eLO (I + lef) + ECs] 
+f Lett- Er) jdr, 


故 得 到 (5.23) A. (5.24) 式 的 证 明 与 第 一 章 命题 2.6 的 相 
同 . 

现 企 ,证 明 值 函数 wt, 的 的 连续 性 。 

命题 5,2 AAR RRC, RR fob, Ri xR 
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Rt, ATTA E C2 kth, G(r, 0) <0, Yræù, 
‘4 Vt, FEO, T], s, å ER, 


(THILG, are, (5.26) 
[oct, D ~ wt, D aee], Jo-a)+[e-F]), 
(5.27) 


证 K a iO EW Lt, 了] 为 无 脉冲 的 脉冲 控制 , 则 
v(t, ©) <J,,2(£0(-)) 


= FCE, ys) dr ARTI) 


<| [L+0(ly0(2) be [eel t)ar 


+E +o, D le DD (5.28) 
(THIELE + jaf), eT + lel) 
二 6 人 lz|)。 


此 处 ,由 于 SoC. ) 无 脉冲 , 故 性 能 指标 中 的 项 习 Len EDMS, 
且 (5.23) 估 计 式 中 ，fso{s)1 为 0， 从 而 有 上 面 的 估计 。 另 一 
方面 ,对 任何 的 EC) Ex[t, TI» h ICs -) UFR SHELL TR 
6.12) 4a 
Fa ECD2 [MGs Yee) + RG (TY) 
=- (T+DL, (5.29) 


A RT ECE, TLR FRR, RARO BA 
BIAS BY (5.2650, 
SE 


Belt, TT = {609 = 2; Emi, nC EXT, T]; 
Bes Ensec) + CT +DL}, 
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则 对 任何 EC) EX CE Had Li ThA 


了 
TEED E| PE, gest) dr 

HATID EET £) (5.30) 

>- (THODE +E e])+(T+Ei)L 

=oclei. 

PIE, WER C5. 26) ARA 
vi, j= int Fy ,2(6C+)), (5.31) 
] 


torent er 
而 对 任何 EC) = Exin E) E Kial, T], w (5.15 
(5.17) 式 知 
KECY Fie + (TDI 6-39 
再 由 (5.16) 式 敌 存 E Chal), 使 得 
D egei, (6.83) 
于 是 ,对 任何 的 (1 2) € (0, T] XR" EC) E Kinli TAOL 


(5-23) 58) 
[Yelo se ed + Jal) + él) 


+L f eb b-7)&(|æll)dr 


sel NCL + wf He ED (5.34) 
SeT + ja +e e sede), 
vsert T], 
因此 ,对 任何 的 te (0, T], 2, SER, EC) E Fiaa T], 
有 NF ECV ~ Fe ECI 
af oC yet) Ny Dl lye) ys Dar 
e (5.35) 
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toChy, (Vins (PL, Ny ~¥.,8(T) p 
< +l@ca(faiViey), 672-2) 
Jail, Jo-8h), 
从 而 ,得 到 
oG, 的] = w(t, A) <<, (Ja]\/12}, ls— 21). (5-36 
今 再 证 G, DKF AER, Ait, ROKI<i<T, 对 在 
何 的 ECO ET, TI ECO EAT Tl FEC) tele, 
LER, mÆ, Tg BQO, n 
ot, T) e EL) 


=f, F°(t, y(t) dF + Tye EC) 


<f IE relye 00)", lige (ldr 


+ Ip al ECD +E ,EVsl, 
Jy, olf- 0) ~a] (5.87) 
<TD E- +t CeT + ja), 
L(t + Jal e2" | 全 一直) + eC)). 
此 处 , 需 注意 ,由 于 EC.) 在 [t, 匀 上 无 脉冲 , 故 可 用 估计 式 第 一 
章 的 (2.24) 式 )}。 于 是 , XPEO CH, TIR FRAG 
ot, w)— volf, DEL- E] 
+(e? + jal), B+ jatet|t-f]), (5.38) 
RT hi, Ey Ef.) = Exton) EX prta T], 令 


jo =min(jz1, t1>f}, (5.89) 
则 有 
{ Yis fi-l, (5.40) 
ta, >t, 


xE) D Esx, nE) CH alts TIM F, 
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fs=t, Yjgji—l, 
woe YI dos (5.41) 
< Viel 
MA GE PeO = Boral ECD 
Fel BOD) =f PC Hue Det Tee EO 
+ (LPC, gee) = Pr, De CD) IAS 
+M(Ye,(T)) — OF EY) 
+ Shs, 6) "Sues, E) 
=- LÊ- + Js, 0(E(-)) 
- F adye [VIG eC) Es 
jy 7) DeC) Nae (5.42) 


-allyn DIVI Dh 
[yr TY — §7,.2(P) pD 


HEUGE- En 6 
=>- L-i) +0, T) 
- Pode, Iwt- Ge 02) [ee 
一 (EC ,a T) ~ DrD, 
注意 到 ,vs e lt, T] 
ACERO Fer, vad 
+ [Fey OO) = FG Detar | 
+ |ECs) ~ ÊC) (5.43) 
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t s 
<S L t yO Dae + (Llyr) - OF. CO ide 


<f LiL raded + JL yy. (2) =y idr. 
AE, Ha -A5 2.5 知 
,at 8) 一 Ye, zt8) | sL[ CL +E jx) Jet} t= i | ’ 
sel T]. (5.44) 
ic (3.42) sh, VEE Ky [ts Ts 
J. A8(-)) = LE-t +0, w) 
4+(T + Dece(jo)), LO + eho) eff fe—t]), (5.43) 
BEA, AT EC) CH y(t, TURE FER! 
att, Ei o> -Lit-t)+(P+Deté (jsp, 
D+ fal et? {s—7]), (5. 46) 
BE 4 (5.83) Fil (5.36) Mh, HGS. 27), 
ot, 的 关于 革 的 连续 性 的 证 明 与 命题 生生 中 相应 的 结论 
的 证 明 是 很 相似 的 。 
对 于 最 做 脉冲 问题 , 定义 所 请 的 脉 济 障 得 算 子 久 如 下 ， 
Yw, [0, Tx RR, 
NEw], æ) =inf {w(t, a+ 8) +E, &)}, 
EK 
Vd, 2) ELD, T] xR, (5.47) 
Ria, A FERRERA, 
定理 656.3 【最 优 性 项 理 ) Ashe V2{-，:) HATE 条 
六 
ult, OEN vjl, 2), We, æ) EL0, T]xR*, (5.48) 
v(t, sal’ Pe, Ye e(Tdt tect, Yir, (5.49) 
VDsstsgss weR'., 
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Hh ab, Wee J Reel AL, HE, 车 
(B.48)XAK A(t, OP E10, TD xR" 成立 严格 不 等 式 , MS 
dete (to, T], 43 


vio So) = f. FC, Yuen (TAT + of, Yrarze(t))» 


Viel, fol + (5.50) 
MEEA PH onl IAA RAE Bl A BA, 

EERE See IR, RE 
细 证 朋 过 程 留 给 谈 考 。 利 用 上 述 定理 ， 也 可 以 很 容易 地 证 明 
下 述 结果 ， 

定理 5.4 (HJB 方程 ) REAK, +) edO, T] 
xR"), CRA TFE HIB 方程 

min{v(ty ©) + (ells os fis + KE Ws 
Noo], ws) — od, t) =0, 
G@,2)Ef0, T) xR, (5.51) 
oT, ©) =h), ce R", 

我 们 发 现 , (5 .51) 与 (4.71) 很 相 象 . 但 有 两 点 值得 注意 + 
第 一 ! (6.6L RA -个 方程 ， 而 人 .714) 是 一 个 方程 组 ， 第 二 ， 
转换 障碍 算 子 型 是 一 个 局 部 算 子 ， 即 Aol (ts s) RT 
os) FEC, o) ARE, 而 脉冲 障碍 算 子 总 则 基 一 个 整 栖 的 
AF, WNP, DRET v, Aht ERY, PU, 
问题 所 对 应 的 IB 方程 是 有 很 大 差别 的 。 

另外 ,对 于 脉 钟 控制 问题 , 在 证 明 值 函数 连续 性 时 ,站 和 
的 下 有 界 性 起 很 关键 的 作用 ( 见 中 .30) 和 (5.42) 式 )， 

HAT $4, 利用 值 函 数 ， 可 以 构造 出 一 个 最 优 胀 冲 控 
制 。 多 此 ,问题 的 关键 又 集中 到 值 画 数 的 确定 , 而 这 需要 严格 
芯 粘 性 解 理 说 。 祭 件 二 .1I83) 在 构造 最 优 脉冲 控制 时 要 用 到 ， 
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在 今后 证 明 粘 性 解 唯一 性 时 也 将 再 次 用 到 ， 读 条 件 的 意义 是 
TH. 在 同 -- 时 刻 , PETRA AS RH A OE BE BRE 
H., KAA §4 PARAF. 

对 于 无 限时 区 定常 情形 , 将 其 合并 到 下 一 节 去 讨论 。 

在 本 节 的 最 后 部 分 ， 将 指出 处理 最 优 了 脉冲 控制 问题 的 另 
一 种 可 能 的 方法 。 我 们 仅 考 虑 二 .1 的 一 (5.20)， 邑 有 限时 区 
H. SLA FEE: 

2 ,0(8) = Yrs) ~ ECS), (5.52) 

则 [5.1 系统 可 以 化 六 


Zale) =a 4 Ê? flrs eal) HEAT, SEL, TI, 
(5.53) 


TRB. 20) sha 
JulEC)) = | FE, elt) HEC) dr 
+CT) FEL) + Bl E). 6.54) 


利用 这 样 的 方法 ， 可 知 系统 〈5.53) 仍然 是 经 典 痢 ， 而 指标 
(5.54) 的 非 经 典 性 不 仅 出 现在 多 一 项 和 式 ， 而 且 在 终端 惩罚 
项 Ae eT) +&(T 了 )) 也 出 现 控 制 &(T)。 由 于 变换 (5 52) 0 
是 可 逆 的 , 故 在 现在 前 框架 下 , 也 可 以 完全 得 到 前 面 类 似 的 缚 
E. EATE HiT. 


$6 混合 控制 问题 


前 面 , 我 们 分 别 介绍 了 经 典 的 最 优 控 制 问 题 . 最 优 转换 榨 
制 问 题 和 景 优 脉冲 控制 问题 。 在 这 一 节 中 ， 将 讨论 上 述 三 类 
问题 混合 在 一 起 的 情形 , 称 之 为 混 含 控制 问题 。 
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首先 ,讨论 无 限时 区 定常 情形 ， 

wU 为 R” +h ty — AAR, A = {Ly 2, «++, m} WE» 
R 中 的 一 个 闭 集 ,满足 下 述 条 件 : 

£, EEE->E +EER, (6.1) 

设 JiR xU x ASR, fr RxUx A+R, k, AX ACR, |, 
KR, ye 2B, EA FBS 

CG) FERM L, a0, O<d<1, 使 得 对 任何 的 wm 2E 
R', EU, dE A, 


[fw, t, d) — F, u, Djl- 2], (6.2) 
F(a, wy DE + Ly ah, (6.3) 
| f(x, wu, d)— PE, u, d)|<Lla—-2]*, (6.4) 
mLa f(a, u, Dahil + fal), (6.5) 
Cit) 对 所有 的 d, d, de A, dded, 
bid, d)<h(d, d) +k(d, d), (6.8) 
k(d, d) =0, (6.7) 
(ili) 对 所 有 的 ,EEEK， 
UE +Ê) <E) +Ê). (6.8) 
inf 1(€) =I) >0, (6.9) 
ick 
Hh, i 
A> D8, (8.10) 


现在 ; 引入 下 面 的 集合 
多 = {u(-},[0, oo), ul-) TM}, 
Ga = {d(-) = Xise) C) [0 co >A, do= a, 
Bo=0, EA, WE [0, +00], Viel bt toy 
当 6,,,<>0 Bf} diri dis D kde dy) 678 co} 
dea, 
1138. 


Æ = ECO = EX te a L0, co} EE, T0, 
Ese K, Vit, Ta} + 2032 HE e To, 


HE a EY, dE FIRMECO EX FAB WARE 
施 控 制 , 转 拉 控制 和 脉冲 控制 ， 现 在 ;对 任何 的 (w(*), ECDs 
ODER X PILÉ, BEY RB PIERS: 
Pal = f (y(t), w(t), dE) +E), t=O, 
y(07) =a, 
DP Ra Ree LAR ye AGODA, SARS 
下 面积 分 方程 满足 ， 


Yalt) =a |} Frys lr, u(r), ddr + ED , t20, 
(6.12) 


(6.11) 


TE, yC EERTECO) ECOL 

命题 6.1 对 任何 的 (5f -), a, VEY x Fx, 
Bk, ER", 

Jue] cee {fal + T+ Be] El tener Obs 


20, (6.13) 

-nlet 120, (6.14) 

证 ”由 命 题 5.I 的 证 明 ,立即 可 得 (6.14) 式 ,并 且 也 有 
ROVE SA + Lt) + JEH 


+ Def omen E(t) jdr, (6.15) 


Top a ttt JECT) fade 


< eH Eye) (TJAT 
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= Sef" eM AT HE sl x re yey CE) 


Fel T4 


= D> aT E ST Xie guy CE) — = [Esl ate, ON 


共 而 代入 (6.15) 式 ,得 到 (6.13) 式 。 
由 (6.13) 式 和 条 件 (6.5) 知 (注意 O<1) 
[FY ult), GO) | eo 
< LA + |y) |") 0-7" 
Le +Le et rl + Eee 
+ emer. CE) (6.16) 
=Le + Le OFT ije]? + Fg] 
+ Le~ >>) ott Eat Xie ym CED], 


ARE (6.10) A ERR Ze (0, co) LRA EE, (AR 
三 项 一 般 不 能 保证 在 LO, co) 上 的 可 积 性 。 和 但 二 述 启 发 我 们 
作 下 述 的 定义 
‘= {E(-) => Eira J EFs >t | Sah <o}, 

BA, % ECO) = BIEX C) e u, 

sup D eee E esr E) = De més <o, (6.17) 
Mm T (6.16) 0 fro EO, e) 上 的 可 积 性 ， TE, 
对 性 何 的 《af d(-), €C- DEW x FIXA, TEM FRA 
Z i 


TD, G0), ECD = f, PCD mH), ACoA 


+ dea, di) e t + UE en, (6.18) 


ERE HE) = TLS) aA AT. PE ER. 
在 伍 中 讨论 有 限时 区 脉冲 控制 问题 时 ,由 脉冲 控制 的 定 
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义 ,立即 得 知 在 [0， 2 上 的 脉冲 次 数 总 是 有 限 的 。 从 而 ,运行 
花 寓 总 有 意义 ( 见 (5.20) 式 )。 面 在 这 里 ,一 般 耐 言 , 即使) 
E 北 , 它 在 [0,co) 上 也 可 能 作 无 限 次 脉冲 ， 从 而 ,为 使 (6.18) 
中 积分 项 有 意义 ,对 脉冲 控制 作 了 一 些 限制 。 不 过 ，. 光 仍 不 
失 为 一 个 很 大 的 脉冲 控制 类 ， 特 别 地 ， 它 包含 了 所 有 在 [0， 
吕 ) 上 仪 作 有 限 次 脉冲 的 控制 ， 

FERRE BE 

问题 OBI, 对 任何 给 定 的 (z, d ERX A, FRAC) 
O), EOD EU x rx 从， 使 得 

JEG) EC) ORE COON 
x PK (6.19) 

4 U Al A 为 单 点 集 时 , 上述 问 题 正 是 无 限时 区 定常 的 最 
优 脉冲 控制 问题 ， 在 上 节 末 尾 ， 我 们 已 净 无 限时 区 定常 的 及 
六 控制 问题 并 在 此 闻 中 讨论 。 因 此 ,在 下 而 讨论 中 ,内 要 将 吕 
和 4 取 成 单 点 集 , 就 得 到 所 要 的 有 关 无 限时 区 定常 最 优 脉冲 
控制 问题 的 结论 ， 当 A4 为 单 点 集 , K =$ 时 ,问题 是 经 典 的 
4 U 为 单 点 集 ， K = 上 时 ,问题 好 为 最 优 转换 问题 。 不 过 ， 出 
于 脉冲 的 出 现 ,不 得 不 很 设 略 强 的 条 件 (6. 多 和 (6.5)。 因 此 ， 
这 里 的 问题 不 完 余 包含 前 面 讨论 过 的 问题 。 另 外 , AIR 和 4 为 
单 点 集 ,在 问题 中 , 仅 连 续 实施 控制 和 脉冲 控制 同时 出 现 ， 若 
取 可 为 单 点 集 , 在 问题 中 , 仅 转 换 与 脉冲 控制 同时 出 现 ， 庆 车 
WK =o, 在 问题 中 , 仅 连续 实施 控制 和 转换 控制 同时 出 更 .可 
见 ,上 述 问题 还 包含 其 它 一 些 混合 控制 问题 。 

下 面 ,定义 问题 OSL 的 值 函 数 。 完 久 

(e)a int JUC) de). EC)» 


| LERLE 


| @, d)ER"X A, (6.20) 
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| ofa) = (ele), oF (a), on), 2ERY 
命题 6.2 看 在 常数 Oy>o (Rika L, Las OAD, 
得 
-Low)<O0L + lelt), Væ d) ER x A (6.21) 
lota) — 98(#)|<Ch|a—S|*, Va, 2ER" dE A, (6.22) 
证 Bt 对 任何 的 (2, a ER'™™x 各， 及 Cut), ad{-), 
ECD EB x 4x H, (6. AH 
Jiu), dO), 8(-)>| - Leas = ~%, (6.28) 
Hy KF), dC). ECD EW x FX H BOF RR, EDGE 
TORES (6.24) 
SRECE, 令 dol-) E 9 为 无 转换 控制 ( 即 对 应 的 Oy 
= +00), Eo() 为 无 脉冲 控制 ( 即 对 应 的 Ty = +e), 则 有 
AW) TLC), dal), oC)) 


= hP, uth), do-*dt 
<f ra + ly Œ) 0) eds (6.25) 


<f z {L + ebt gioj + Lt)’ } 07d 
zed + Jen 
E6. 2) RIE. 今 对 任何 的 a, EER" FEARR), 
@0-), EOD ER x 4x #, 有 
[TEC d+), EC) ~ Fu). dC), ECI 
二 | Live) -ys [teas (6.26) 
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L 
A — Lð 
EHE, FU). ds 58(.)) Ex PE BERR, 8 
62DA. - 
由 于 EAT 2 一致 H6lder 连续 的 【条件 (6.4), i 
利用 (8.2) 及 (8.10) 式 ,很 容易 地 得 到 (6.26) 式 ， 
定理 6.3 KERB) EERO) RATER H 
对 人 性 人 司 (w D ER" x A, t>0, 
o(e)<min {Mv (o>, N[ofl(@)}, (6.27) 
oaa int {Èf POCE), u), We-mdr 
+ v8 (ye(t) a>}, (8.28) 
WAE NOO ENET ,) 及 无 转换 控制 do(:) 和 无 脉冲 控制 
名 (的 (6.11) 系 统 的 轴线 ,而 算 子 开 及 下 定义 如 下 ， 
M¢[v](a)= min {wi(w) +h(d, d)}, 


#6 Ade 


| 之 一 多 人 。 


<f 工 ecorle-3loat=- 
d 


Yie, DER x A, (6,29) 
Nw] (2) = inf (uta +E} +18}, 
Yit, DERA, (6.30) 


进一步 , 若 (6.27) 式 在 某 点 eR" 成 立 严格 不 等 式 ， 则 存在 
i >0, {ot 48. 
vle) = int Lf" Gone u(t), dena 
uted a a 
+ vr) oe}, (6.81) 
Wte [0, te]. 

ERREI pE By AIL OR Se Ea 
RMA RET. AE MAN 55 BRK t BR fo hh 
位 三 算 子 。 对 于 混合 控制 问题 ,这 两 个 障 得 算 子 同时 出 现 了 ， 
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利用 上 述 定 理 , 我 们 可 以 证 明 下 述 的 结论 。 
定理 6.4 (HJB 方 程 ) Rie i BM vO) ECR: 
R”), ata g Fati Hamlton-Jacobi-BeNman 方程 ， 
max {hs (x) — Hida, vil), vt(a) — Millie), 
vte) =- NE] (2)} =0 (6.32) 
《ay DER x A, 


Heh, 
fit(zs, p) =inf {Cp F(t, ts OY + f(a, t, d)}, 
Via, pd) ER*x Rx A, (6.33) 


就 方程 的 形式 上 讲 ，(2.50)、(4.30) 式 均 是 (6.32) 式 的 
特例 ， 同 时 ,车 去 掉 {6.32) 式 中 第 二 项 , ARORA, W 
得 到 无 限时 区 定常 的 最 优 脉冲 控制 问题 记 对 应 的 HjB 方 
fa, 

必须 指出 , 24 Dy SSE, 问题 变 为 有 请 的 最 优 转换 与 
脉 串 控制 问题 。 对 这 样 的 问题 , 当 已 求 得 全 函数 后 , 可 以 严格 
地 构造 出 一 个 最 优 控制 (gx(.) ECNE 4 x H ABE, ul) 
GW 出 现时 , 尚 不 清楚 是 否 可 以 进行 同样 的 构造 . 

现在 ， 就 来 简单 讨论 一 下 有 限时 区 上 的 混合 控制 问题 。 
Hit, + T>0 Ae, 而 ,A 与 下 和 本 闻 开 头 时 一 样 . 设 f (0, 
T] xR'ixUx AR’, P, (0, TI xR" xUx AR, h, Rr» 
Rit, 19, T]xAxA->R', 1}, [0, TT] *xK-+R* HAE Sah 
H, 它们 满足 下 述 条 件 ， 

O 存在 常数 工 >0 以 及 连续 函数 ot RxR Rt, E 
STERE DHYN EFT, WEE olr, 0) = 0, Vr2=0, 使 得 
Mas, 2ER", t, PEIO, T], (4, d) EDU x da, 

lfc, py uy d)— ft, Ê, ws d) 
a144. 


<Llo- 2} +a(jof V2], 1-8, (6.34) 


HFC, x, u, [ESEA + fai), (6.35) 
Lf, eu, d)— fod, &, u, d)| 
<o@ (jal Val, je-2] + 1#-F)), (6.36) 
[ Ata) —h(4) | <a@(fe|\V/I4l, |le-2)), (6.37) 
| 恋人 0, w, Of, [A(O] SE, (6,33) 
f°, £, t, Ò), h(e) > -L, (6,395 


(li) 对 所 有 的 Gd eA, ddef, wROicta?, 
k(t, d, d)<k(t, d, d) +k, å, A), (6.40) 


kt, d, d) =0, (6.41) 
k(t, d, DEEG, d, d), (6.42; 
Gil) 对 所 有 前 O<t<i<T, £ EK, 
I, €4+4 <1, E) + Ut, È, (6.43) 
HE, EJEN, &), (6.44) 
an irn O &) =l >0, (5.45) 
lim inf Kt, E) = +00, (6.46) 


hl tetit] 
BE ENA HSE 对 任何 1E[D, T), ded, 
HU, 71= iC) E, TI-U, VC) 可 测 }， 
Flt, T= {d{-)= $ dimas (Cs s T]>A, 
do= d, Oo=ty EA, PEL T], Vil; 
OAT det dts DAO, diis dy) < oo}, 
At, T] = {EC = Ekirar (-): is TJK, 
Tt, 4T, EK, Vil 
Ds EE 
受 控 系 统 为 
.145 。 


se T], (6.47) 
He x(t) =P, 
上 式 可 以 理解 为 下 述 积分 方程 
Veel) = a+) FCE, Yess Ue), A(z) aE HEC), 
set, T]. (6.48) 
容易 知道 ,在 我 们 的 条 件 假设 下 ,对 任何 给 定 的 (t,x d) € [0， 
T] xR"x A, UC), dO), ECD EREE, TY x HAL, TIX 
ATi, 了 1]，(6.48) 式 存在 唯一 的 解 Y,:(.), 满足 
lesa (EJL LEOD (L + Jaf) + JE 
+1" okt) JECT) jdr, 
sel T), (6.49) 


[Ynot — Yess aE 
scl, T],2, 2ER", 


| Dass 8) = fF as Yerel), UCE), ECJ) +È)» 


ee UE REI aR 
wa) d-s &{-)) 
={ PEs Yer @)s WT), AD) AE EMG (TD) 
+a dis ai) tEn és), (6.50) 
然后 , 我 从 可 以 叙述 混合 的 最 优 控制 问题 ， 
问题 OSIY。 对 任何 给 定 的 Gs e, d) & [0, T] xR"x4， 
FRU"), dC), ECER, TI x Felt, TIx [ts 
TJ), 使 得 
Fi Uti), d* (+), E*(-)) 
= inf TEU dC) &C-)), (6.51) 


RL. TIX FS [2 | 
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自然 地 , 定义 该 问题 的 值 函数 如 下 ， 
w(t, w) = inf Fi (UC), PCO) EC) )s 


TIKI LTA T] 
vt(T, 2) = A(s), 
Mr, = (CVIC-, ss sds or DPE VD, 
(6.52) 
命题 6.5 存在 连续 西数 5; RR HS, RxR 
RY, FKP EMEP EE MH LH, T(r, 0) =0, Yr>0, 
AFA ig 0h t, FE (0, T], 2, 2ER, dE A, 有 


-CF +LK, 2) <2(fe]), (6.53) 
orc, s) -= ett, 2) | < 而 人 | 4h, 
[a—2@ + |t-8]), (6.54) 


该 命题 前 证 明 可 以 通过 综合 命题 2,2，、 合 是 4.4 和 命题 
5.2 的 证 有 明 来 获得 。 
定理 8.6 (MEHRERE) ELR, ) KATES 
ts 
v(t, min {MI v], æ), NTG, a}, 


(@,@,dé)€(0, T] xR" A, (6.55) 
v(t, De nf FT, Yera T)s ult), ddr 
HoE, Yrs (6.56) 


W<atct<l, ER’, 
IBAE, Yesa E648) RENAT UC ER t, T], KII 
HH d ) 和 汽 脉 溃 控 制 50(.) 的 轴线 ， 而 算 子 政和 不 定义 
如 下 ， 
M*(v](t,@)= min {et(i,a)+k(t, d, d)}, 
deed eA (6.57) 
Not] (6, æ) =inf{ot(t, +E) +I, E, 
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进一步 ， 若 (6.55) 式 在 某 点 (ty, so E (0, T) xR Ra 
不 等 式 , WEE TE (to, 2， 使 得 


ote, a) = inf ff" $C, dees), UC, dT))dr 
mise Le TT t 


ne 
+ vi, aot) h vie [to, 习 。 (6.58) 


利用 此 定理 ,最 终 可 得 下 述 的 定理 ， 
定理 ,7 (HJB 方程 ) Bi dR oC, ) ECKL, T] 
XR RR"), yE AA Pik HIB 方程: 
min (v(t, e) + A(t, a, vali, æ) ), Mav] (Cf 2) ~ oft, Ea 
{ce (ty v) ott, o)} =0, VG, a, d) E[L, T] x RX A, 
wT, æ) = hm (a, d) CR"x A, 
(6.59) 
利用 前 面 几 节 的 技巧 , 很 容易 证 明 上 述 两 定理 。 


$7 具有 转换 策略 的 微分 对 和 


AVS RB ASA. HB, EPS 
HARE RM. IEPA ROAR DM 
R. RAS BS, AEA ARB. FEW 
中 , 纪要 叙述 无 限时 区 征 党 情形。 

考虑 这 样 的 问题 。 

BA= (1,2, --, m), B= 1, 2, on}, 令 玉 为 一 个 有 
限 维 欧 氏 空间 ， 变 fe Kx AX BoX, fl, Xx AxBoR, 
bAX A+R, UBxB+R* Syme, EE PIR 
fF, 

(G1) 存在 常数 卫 > 0, Ocal, MAMMA wy 2EX, 
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(a, BEA BEB, 


fxs a, b) 一 FÊ, a, 6) <cLe-4], (7.1) 

| f(e, a,b), ecb, (7.2) 

[ f(a, a, 6) — Fit, a, B){<Lie- el, (7.3) 

| F(a, a, DI <L, (7.4) 
《G3) 对 所 有 的 a, 4, GEA, aedsd, 

kla, ®@<k(a, @2)4+k(4, @), (7.5) 

(cy a) =0, (7.6) 
(G3) 对 所 有 的 5, b, $e B, bebeh, 

Zh, DIB, b) +16, È), (7.7) 

Eb, 6) =0, (7.8) 


HERB, Lote fa 户 的 假设 比 84 中 的 条 件 要 强 。 
这 将 使 叙述 上 和 有 些 证 明 变 得 较为 简单 。 对 于 更 一般 的 厅 
忻 , 也 可 讨论 微分 对 策 问题 . 
WK iU, a€ A, bE B, 定义 
w= {al-) =3 CG IXan *)2[0, oo0) -rAd, dias 
%=0, GE [O, cal, Vast; 0,4 FOO, Gp Ey 
Ayia aye co}, 
g= {oC-) = PA ZETE De fo, %w)—>B, bo = b, 


Ta= 0, TE [0, co], Wel tte, bsb 
pà bbris GETAT oo}, 
WIEM, 与 娃 中 讨论 最 优 转 换 控 制 问题 时 一 样 ,我们 作 了 ef) 
St koa Ao0e wy 之 间 、8(-)= Babys Xirsi) 
Ej {Õis Tariao ZARI. 
对 于 任何 的 wE X, (a; DEAxB, a DEAF, BCE 
k 149 . 


B, BETERA 
Halt) = 了 (8 的 GT 二 站 二 30 
yO) =T, 

而 对 应 的 性 能 指标 为 
VECO FEIE) 


=|" PA), aC), DO oa 


(7.9) 


+ BEG ayer 
-A ra bye At (7.10) 
类 似 于 §3, 在 二 人 零 利 微分 对 策 中 , GPE. RS 
AA HB, AAA AR ALPE (AOC), RAR 
RaQ jew, EBA LKR Me, HAAS BORA 
选取 8(.)E 多 *, MHZERT IDARA, FAME HF 
(7.10) 式 中 转换 花费 项 的 出 现 ， 该 微分 对 策 与 $3 中 是 不 向 
的 .通常 称 人 中 的 徽 分 对 策 是 经 绒 的 ,因此 ,我 们 世 称 本 黄 中 
的 微分 对 策 问题 是 非 经 典 的 。 
KMF 93， 引进 二 述 定义 。 
EXT. Wee ae aA, 一 个 博 灾 者 4 的 以 区 为 初 值 
的 容许 策略 a 是 一 个 映照 we Boel, 满足 
b(t) = b(4), WEE [0, a], (7.11) 
导致 
, aT B(-)](é)=a*[6(-)]@), vie to, 8], (7.12) 
Ae, TELE A RHA SAMENEEES 1, 
记 
T. = {ara 为 博 严 者 4 的 以 5 为 初 值 的 容许 策略 }， 
D = RRP AMARA Bi LA 6A OA A 
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Axe X, (a, EC AXB, wer, beer, Rit 
eb E Zt, RTM 7 OAM eE 
DO) RIRE YC) = Ys TOC], DC. MT, Jra 
COD DODERER. EX 

Vette = inf Sup ， Je? (at(OC-)1, C59), 


Viz. a, b HNexXxxAxB, (7.13) 
类 似 地 ,定义 
Uer(e)= sup ant JP)» Plat YD. 
Viry a,b eXxdxB, (7.14) 
分别 令 


Pay) Vete) e Ve) 
Vis) -| wee see oe 下 


Vete) Vile -e Vore) 


Uiig Ures) e Uria) 
Uw | a we oer te , 


ULETE) Uris) as Umer) 
TEATS) BBR FA ve a Fo bd ae | OS UTE A, EA 
iag EE FAR 
命题 了 .2 对 任何 的 (4 b)EAXB, a, 2EX, 


1V*-() P IUn (Cw) ež, (7.15) 
[Vee tr) ~ Vn) 1, [Un(e Ue) 
2L 7 
<a ap le al ， (7.16) 


shat, Oc qcminid, A/D}, 
证 iM Fae VORTER, 
Bs, EM we 如下: 
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O bOO vied, OEB, (1.17) 


即 allan R. MAT 
per(e) Sup, Fe? (aglBC- EC) 


< sup I, Fuel), ay BCE) ede (7.18) 
DE O | 
< het = E, 
KH. SEK oe T, id bl) WH Be, 则 有 
SD 《Li 1s uC: DJP aba], bC) 


AOR ORORO 
, ?ag 

>- 工 | di = =. 

因此 , 关于 ae re REAR, 可 得 


Veraj- Z (7.19) 


HT ARE, BAT AA. WERT. 1A, RUT 
(2.48) KX. É 
[PCs a, b)— f°, a, b) | <2L]a—2]", 
Wa, ĝe X, (a, EC Ax, (7.20) 
此 处 O<y<min{d, ML), Alt, Wey ae re, DC) E a, 


有 
[FS (albC+)1, b¢-))— Fee a [bC], 8C-) | 


< {2D |y.(t) -ys [7e di 
<2L fier je- 2e dt 
q 
2L 
a eye je- ên 
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Bit, POONER RLAR, RARKT cel RE A 
界 , 熏 可 待 到 (7.16? 式 。 

定理 7.3 【最 优 性 原理 ) Fad eV) fo bee 
ULOS TRA, HET (a,b, JE AXBxX,t> 
0, = - 
Vera) = int sup {| f(y Db) endr 


aera pjege 


+ Dear, gae D bsa by)e rt (7.21) 
apa Fist 
+ Ver ei mre yet) oe"). 


Ci) =sup, inf {f Uy), a(t), Bla) (ede 


BEdb ajewo 


+ DY basa, ajea BB Bye (7.22) 
a at ayut 
+ Teme oy,cyyem A 


FECT. 21) Re, lO.) ] = {85s Fb amas bcls {55 Tah seas 而 
FECT. 22) Kft, a) = {diy Fb isos BLAC Y] = (8s, Tah san, 
上 述 定 理 的 证 明 几 乎 与 定理 3.3 的 一 样 。 因此， 详细 的 
证 明 过 程 略 去 了 。 
现在 , 定义 下 述 的 转换 障碍 算 子 4 对 任何 的 (max 人 lad 
(A ee WX > RO, 定义 
Me(W](#) = min {W**(a)+k(a, @)}, 


rr vee X, 
M,.(W](2#)= max (We? (7) -1(8, 5)}, 
Teb BER 
(7.23) 


利用 前 看 的 定理 7.3, 有 ， 
定理 7.4 FERRV (DRA Fie, 
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(D aH tla, boc AX BxX, 
Masl(Vi(@)<V°@)<Mas(V1l@), T.24) 
di) Mbt tala, bd, D EAxBxX, 
Force) < MV] (x), (7.25) 
MAT h0, 使 得 


reos) F(yalt), ay dyed AVEC, 


Wie (0, ty], (7,26) 
GID fide RE RC, 6, CVE AxBxX, 
Fre > Mo ,wm), (7,27) 


则 存在 一 个 和 >D， 使 得 
Verh Pu), a, bearda EVYE), 
O WEE [0, tol. (7.28) 
证 (D 对 给 定 的 〈e， b,e)E AXBxX, 对 任何 &E 
ANa), UR GET, DEB, 定义 aET* 如 下 ! 设 
aKO YD = GTam O)» 


zj 
ABOLO = E tamas Ce 
其 中 
0 一 Ci 一 全 
{oo a=b’ il, 
ME 
Jaa (-)], 6C)) = TIELA] DO) = 下 (ay 本。 


(7 .29) 
于 是 ， 先 关于 UEC 直上 确 界 ， BERT IEMERE WR, 
得 到 


+184, 


Vote) Vote) + ha, @), YaE A\{a}, (7.80) 
A 
Varta) May] (2), (T.31) 
RAM, IHE TEB Bie bes, 定义 
CEP MT: 
a +) = eX) : 


则 
bc) =D Ordeal) (7 .82) 
其 中 
{ir bs= bs, jl, (7.83) 
To= 0, Tr=T1_1s jel, 
MA: veer, 
J2°(afb(-)1,0(-)) = Jz alb], EO) — IP, $). 
(7.34) 
PRR. See To 加 下 ， 


alèt] =a[b(-)], 
此 处 ,B(.)E 多 i， 而 5(.) 是 按 (7.82) 一 他 .33) BC} 
BE). Wo EP 上 有 定义 ,再 在 ( 门 BB LEHENE, 
债 可 使 得 eT， 从 而 (7.34) 变 为 
TEROJ 6(-)) = JEEG] EC ~ 208, 5D, 
(T.35) 
然后 , KFS NES RLAR, A 


sup J2(a[b(-)], DCD 
Le ye 


> sup J3?(a[b(-)], (-))- 22, 6) (7.86) 


Eye 


» ABS - 


Troy ~1(2, B), 
上 式 的 第 一 个 不 等 式 是 由 于 下 面 的 事实 ， 
BPD E BD, 5 由 他 .39)- (7.33) 式 得 到 ， 其 中 
aCe BY, 
因此 , 在 (7.36) 式 中 , 关于 we re ERTAN, 得 
V(r) > Va) — 1b, b), WBE BY td}, (7.387) 
所 以 ， 
Vo'(a)>M,,.[V] (2), (7 .88) 
ERAT SD RES, BBA, 
(ii) 对 任何 的 所 e>0, 以 及 5.)=be Bp? 由 定理 7.3 
知 存在 a ET*, 使 得 
Veo) te PE), [DNCE byoArde 
+ D klaft, agp jeta] 


+ Pei (HY) oTa, (7, B9) 
此 处 ， 
CHEARC d= Daj ihe ts P EIG Js 


当 Ey t>0 EM het, i 有 


BP sé, (7.40) 
FEE, BE TENE, t)—~(0, 0), 使 得 
. Ott, (7.41) 


则 对 此 序列 , 利用 (7 .39) 式 , 注意 到 下 (.) 的 连续 性 , 可 得 
Vee) MV], 
这 与 入.25) 式 矛盾 .故人 (7 -40) 式 成 立 。 这 样 , (7 .39) 式 变 为 
V(x) + >f FYT), a, berrdr 
十 并 (y,(t)} 0, (7 .42) 
168 - 


(7.40) 式 意味 着 在 [0, ik, aD] BAHR. LER 
T .42) 式 对 任何 是 够 小 的 如 2>0 成 立 。 现 在 , 固定 足够 小 的 
t>0, 然后 令 e0, 便 得 到 


vena) >f; PP (ye(t), @, be rdr 


+ Poy) 64, (7 .43) 
上 式 对 任何 是 够 小 的 +>0 成 立 。 玻 得 证 (7 .26) 式 ， 
Gii) Rae mr, EM XRF, 
asf b(-)] (=a, tE [0, œ), (7.44) 
Wiley (7 .24) 式 知 ， 


Verne sup | fuer), a, D)e rdr 
wee ln 
一 Ebs bse? 


+ F909 (y (8) eM} ， (7.45) 
于 是 ,对 任何 的 8，t>0, FETE DICE B®, 使 得 


Vera) -ss PE), a, bir) ear 
一 > kit Sie Spe are 


+ Von o) eN, (7 .46) 
i ek 
bi(-) = pà OFK) 

2B C7 -40) A, AEH e, t> 0 We At, 
Ti >E, (AT) 

然后 ,类似 于 (0 的 证 明 , 即 可 完成 (的 证 明 ， 
4 生 中 的 定理 4.2 与 王 述 的 定理 了 .和 有 有 类似 之 处 ,比较 
这 两 个 定理 ， 可 以 填 出 摔 制 问题 与 二 人 零 和 微分 对 策 问 题 在 
控制 函数 仅 取 分 颖 函数 并 具有 转 黎 花费 时 的 不 同 之 狂 。 利 用 


ABT. 


定理 7.4, 可 以 学 出 下 面 的 定理 ， 
定理 7.5 (Isaac 方程 》 HRRBRVCONECY, NE 
ZF ik ih Isaacs 方程 
í min imax {AV 0e) ~ Hw, VENS) 
Verf) MeV] 
| Vor(e)— Mal VI =0, 
| (a,b, Ne AxBx X, 
1 max {min Ve) 一 Heta, Ven)), (T.48) 
| Vo%(e)—M.,[VIi(*)}, 
| Feo(o) — MV] (2)} =0, 
(a, 6, DE AXBxX, 
了 此 处 


He (a, p= PEs, a, DY EP, fx, e, bd, (7.49 
Via, 6,2, Pp)E AxBx XxX, 
注意 到 ， 由 定理 7.4， 当 下 值 函 数 Y(-) 是 连续 可 微 时 ， 
下 面 结 论 成 立 ， 
Ma [VI] @) EP) MT E), 
Vie, b, ee A4xDBx X, (7.60) 
在 集会 {(a, b, DEAXBx X,F% (a) < Me’ (P ] (@)! E, 
AF 8? (a) — Hata, Fees) m0, (7.51) 
而 在 集合 {(&, 4, IE Ax Bx Veg) > MV Ne E, 
Vela) 一 He, Verin)) D, (7.52) 
将 上 面 情况 用 min 和 max 运 算 写 出 来 , 便 知 (7 48) 与 17 .49) 
~ (7.52) 8 tr. 

ST Ee OC), a SE I S74 7 
结论 . BIERKE, LARRUCEA OO 
完全 相同 的 Isaac8 方程 。 因 此 ,我 们 痊 下 面 的 结果 。 
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定理 7.6 Ht, FARRU) PCAC 8, 

只 设 方程 (7 .48) 的 解 是 唯一 的 。， 则 
U(-}=PFC-), (7.53) 
FATED A Ae 

APL, Fie UCC) BELE Ct. lk, 
寺 述 的 鱼 果 是 形式 的 。 以 后 ， 将 用 熙 性 解 的 理论 来 严格 化 上 
面 的 过 程 。 

对 于 有 限时 区 非 定常 情形 , 也 有 相应 的 结果 。 另 奸 , 也 可 
以 讨论 具有 混合 策略 的 微分 对 策 , 即 在 微分 对 策 中 , 博 赛 双方 
可 取 连 综 实 施 转 多 和 脉 名 控制 。 限 于 篇 幅 ， 在 此 就 不 一 一 般 
述 了 。 
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第 三 章 Hamilton—Jacobi-Bellman 
方程 的 粘性 解 理论 


— 


本 章 将 介绍 由 M. G. Qrandall #1 P. L. Lions 引进 的 
—~Br HIB 方程 的 粘性 解 理 褒 。 


SI 粘性 解 的 引入 


先 看 一 些 例子 。 
例 1.1 设 受 控 系 统 为 
y= ue), ‘e [0, 1), {1.1) 


Ish RASS A R', 而 名 制 约束 为 如 = (-1.0. Bel, E 
式 中 

u(-)E@ (0, 1] = C); [0 1J+[-1, 1], w(-) ai}, 
性 能 指标 为 


Jal- = - yA), (1.2) 
ALE, SAK SM fee, AE, fC, 2) €[0,1) xR, 
考虑 下 述 系 统 ， 


Pel), set Ils 
| Yel) =2, C® 
和 铬 性 能 指标 
Jiale ))= Yna lY s (1.4) 
WS {PE A By 
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oi, 2) = inf J, .u(-)), (1.5) 
wre 
现在 ,计算 o, 2). GADAM 
Yeal) -x+ f uçar, sé [ži 1]. (1.8) 


Rut, 训 知 
o(t, “=| ope nee tE[o, 1。 (1.7) 
上 式 也 可 化 为 
v, æ) = —[jr|+(1-#)]? 
= -2 —(1-#)?-20-# fa}, (1.8) 
HW, oCo e) ECC, 1] xR), 但 是 ， 
vC, -) ECCO, 1] x R), 


EER HIB 方程 为 
w + inf pv, =0, 
teal (1.93 
| a(1, a) = a, 
Rp 


[ Pell g) [Pals wo)| =0, (hs ELD, 1) xR, 1 10) 


vl, p) = -g 
A MOE, (APR oC, -) 在 [0; 1) x (CR\{0}) 上 满足 方程 。 
将 会 看 到 ， (1.10) 不 存在 Ci([0,4] xR) A WE ( 即 古 上 典 
it). 
例 1.2 SRPWNSEARR, t€(0,1),4,,.0-) 取 值 于 
R, 
| te, st 8) = {8 ys 8), 5€ EP 1J , (1.11) 
Yalt) =a, 
容许 控制 集 为 
H ts 1] = us [ty 1]—>[0, 1], ut +) Ty iM}, 
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而 性 能 指标 为 


Jell) = -Yrki (L.12; 
MANAA ERA) 
EOR T E 13) 
因此 , ERO 
v(t, z) = inf f- cel Prt 
HLL J 
-| —wel", goed 
TF La, a<O, 
= et ne (1.14) 


itab, Hr) = gop (a). BM, vOs ECO, 1] xR), 但 
Eo, 2¢€C((0,1*R), BRE BIBRA 


u(t, a) + inf iph w) ua} = 0, 
Eemal (1.15) 
all, &) =- 
注意 到 
inf {v,(¢, sjus} = min {Oz ©), Oy = [20t a)" 
Canal 


故 以 :15) 式 可 写成 
v(i, w) 一 [Evst 2)] =0, (fs DE m0, D xR, 
| v(l, £) = 一 多 sER, 
(1.16) 
Hi (1 1495081, ERM oC ) 满足 


me’, o>G, 
Dali 7) = 
C s2) { 0, 2<0, 


一 etl a> Ot 
tali, 2) -| ， 0 
. 一 由 ~ a 


Buk, #£ [0,1] x (R&R\ {0 ) E, LBS edd, a) HCL .18) 
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He. Weel Isa a A. 

ATP ER, ARTY ARE CR. A 
Ih, 一 般 地 , (PA a RE a a ey HJB 方 
Fe. BR, ERR I, (Be E L FARR E 
HIB AH, Bik, 在 研究 下 述 癌 题 时 ， 

ve + IEC, 9) =0, (E, © E [0, T] xR’, 

| oT, æ) = hlr), rte R", 
HEERKE A EILEAR ah PR 
RNE A AeA FAEN. 

定 湾 1.8 LESH oC, O AA-AAA LAM, 
PEO, DEF Ge) 几乎 处 处 可 导 ， 生 几乎 外 处 满 吓 
红 .17) 中 的 方程 及 终 值 条件 。 

Xa, 11 AL. 2 中 的 什 少 数 分 别 是 相应 的 HIB 方程 
BU Me. (A, 一 般 情 况 下 , 值 消 数 是 否 儿 乎 处 处 可 导 并 不 
清楚 ， 另 外 , FE BIBRA) RRA, E 
BES SCORERS FE, SRT, ORE PE EIA. TE 
FS OF eR A Ik A. 

例 1.4 PERERA 


(1.17) 


f 8) = 2uls), se E T] (1.18) 

Hr} =a, 

Hp, eC Egi, TL =L°C, T R), WHEY 
| "u(t)'dr, (1.19) 

于 是 ,对 应 的 HIB 方程 为 


| Delt, ve} +inf (2v,(8, wu +u) =0, Ct s) € [DT xR, 
“eR 


o(T, #2) =0, gsER, 
(1.20) 
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Re 
w(t, e) tot, 2? =0, G, 2) € (0, T] xR, 
{oe 2-0, 2ER, 
(1.21) 

H.D (1.1904, RPA u(s) =O, Mi, fe ak 
为 

att,@)=0, G,ex)e€ 0, 7] «xR, (1.22) 
BR, BURKE CL. 2D AAR, BE, A 
0, jal>T-t, 
lal+i-T, |afar—#, 
MRA TC, QECCO, TISO, AER — Be Lipschitz # 
续 的 。 易 知 


T(t -| 0. 
[E(t æ) | = 1, 


at, a) =] 2.23) 


lal>T-t, 
Jele TE, 
0, |a|>T-t, 
1, ls €T-i. 
因此 , Co -) Aa DAAA LA. Mi, A21) 的 广 
义 解 是 不 唯一 的 。 
例 1.5 设 受 控 系 统 为 


BCE, x) -| 


| Pial E) =uls), ec [i T], d..24) 

Hr, of) =a, 

Hh uE gi TI=Lh°C, TR), ERRA 
Tutu DB dt TOT Ca) (38) 


此 处 ， AC) 为 某 个 光滑 函数 。 则 相应 的 HIB 方程 为 ， 
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人 me [0, TI xR, $428) 
oT, 2) =h(a), 2ER. 
于 式 也 即 
Dt, a) — 3 [octt, x) | = 0, 
(Gi, 2)€[0, TxR, G20 
o(T, t) =A), SER, 
Pe) RHS E e TH RCO (即便 NC') ER), 问题 
(1.27) 4 FEAE IGE AR. 
事实 上 , wet, -) 为 人 .好 ) 式 的 一 个 光滑 解 ， 且 vea 是 
AFM. WS 
_ ay ~ Oo 
= Ger’ © ap 


TE EL. N) PT © RPK HS AT 1S 


和 和 wen, 《ty xe (0, T] xR, (1.28) 
wT, €) = cR, 
Site) 满足 
a(t) = - Bt, 24@)) = ~ v(t, 26), te [0, T], 
| aT) =a, 
(1.29) 

然后 令 

OG) = wt, 27}, tE LO, T], (1.30) 


由 于 假设 Serl OA RH, FA, (1.29) AR eC.) 在 整个 
(0, T] LAM, Mii, 0C) Be 10,7] LARRY. T 
是 , FAC. 28) #9 
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BD = welt, AE) + w(t, 20 )80D 
= w(i e(O — weli, BE, 204) 
=w, 2(4))? pO, 
MEA 68(…) 满足 
je =e, te [0, T], 


(1.81) 
| ocr) =A" (@), 
TAEA PSE B=, RY (L-81), 其 解 为 
_ T) _ AY (E) 
e0 = I (TD I-A 
te po, T]. {1.32} 


因此 ,车 存 在 roE R 使 得 

Leh" (aT (1.283) 
IN, (1.32) 式 不 能 对 所 有 #€ [0, TI 有 意义 《对 这 个 e). 也 
就 是 说 , 2(*，:) DARROW, Hoel, ©) AR, 

综 上 所 述 , (a ea KARA EE CT 的 ;一 般 的 HJB 方程 未 必 
有 光滑 解 ; 按 定义 1,3 的 广义 解 未 必 唯 一。 因此 ,为 了 用 HJB 
方程 来 刻 划 值 函数 ,必须 更 新 概念 , 另 避 途径 。 下 面 ， 引 进 一 
STR A ER RES 

一 般 地 ,考虑 R PRR EAI — Breese, 

F(z, v2), »,f2))=0, 2EQ, (1.34) 
ibit, Qx Rx R-RY-+HESBK. 适当 给 定 OIE 
2 (YB 5 30 FP EB LS RL AE A, AEL.) 
BATRE PIs (2.26), (2.50) A (8.52), 

F RIA AE Ee Ae, H(- € 
C'(Q) Wi d.84), Be ECC, BCR, 假如 pw- 
k) TE zE Q RIF AR AA, M E Be plo 一 如 LE my A PEE 
73 O, PRAT CHER p(o) > 0), 
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= — Paleo) - . 
vs(z0) em) (v(2a) — > (1.35) 
AAMT, eo (1.84) sh 
Feo, (20) — P2420) (o(a) — }))=0, (1.86) 


RNAS, 1.36) Lo) 被 赫 代 了 了。 上面 的 轴 想 启发 我 
们 去 定义 一 个 连续 函数 《未 必 可 导 ) 清 足 方程 仁 .34 的 意义 。 
MEE MT oC JECQ), FER, pC JE BP (Q)= {pC )E 
CoQ): pe >0, WER), int p-k) 在 加 和 入 到 到 局 部 
JERR A, 再 设 O°) 为 下 述 方程 的 一 个 二 解 ， 
—eAvt+ F(z, Y, 0,}=0, 2€Q, (1.37) 

此 处 , 4 A Laplace WT, B ot—o (e 4 0), KF 29 PE 
PERE R, W po- 在 EQ RAR RRA, H 
2%, HT 

— 8A(p(o*—h)) = -edop) (wv — E) 

-PF (8, V", vt) —2EC Pe, Doyo 

因而 , QEBRMT ID WAT) 

F(z,, of(2.)5 - (v*(z,) —it)) 


we. pA) rosr Alp(ot—k)] (4) 
eG) [or (4) -k] +e (Ch aan 
+ 2e lea Loe) =k) 
<~ 和 (0 (a) -月 +28- PL (ore E), 
HE oe SF z KOPARA LM wa 2b 续 的 ， 
HL, 令 2->0, 得 到 


F leor 04)» — Sete) (x(q) -))<0, (1.88) 
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3H, wt eC )E OCR), HER, $ p-k) E nE Q Abk 
汉 局 部 负极 小 值 , 则 有 


a Pelto) Ya 
F (aas vla), — ga CE 20, (1.89) 


于 是 ,引入 下 述 的 定义 。 

定义 1.6 LHR v(-JECQ) 称 作 是 方程 {1.34) 的 
4S IEF CE) AE, co RTE OC) E P R), KER, BH 
HR pok) AHMCORANHBREMMAM (AMM DED, 


F(2, Olz), ~ ge (D-K), (=0), (1.40) 


tX E RN (1.54) 的 粘性 下 和 解 和 车 性 上 解 。 i OCA 
(1.34) 4) — tee 
在 引 内 上 面 定义 之 前 ， 我 们 形式 地 讨论 了 方程 导 .34) 加 
im -edo ARRE, BEYRE o 存在 ,并 在 紧 集 上 一 
Bea Ty v, 然后 导出 丰台 ?和 1.89) 式 。 以 后 将 对 一 些 特 
BEA F, 证 明 上 述 整 个 过 程 是 严格 的 。 一 般 情形 的 证 明 需 恒 
#2 Hy RU, HORIE E. EMDR, -edo 项 者 示 粘 性 。 
六 此 ,上述 过 程 补 称 为 “车 性 消 去 法 ?， 而 得 到 的 极 报 of) 称 
为 牛 性 解 。 这 也 就 是 节 初 “粘性 解 ? 这 个 名称 的 由 来 。 
(ERAN. 4 vC- DEC(Q) W (1.34) 的 一 个 粘性 解 
时 ,一 般 而 言 , ERE 
— F(z, 2), val2)) =0, 2ERQ (1.41) 
的 一 个 粘性 解 。 这 是 由 于 狂 性 解 的 定义 中 涉及 不 等 式 的 毕 
kt. 下面 是 一 个 简单 前 反例 . 
例 1.7 考虑 方程 
i- /ov(2}}=0, 2ER, (1.42) 
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Wl EBR oCo = fe] 是 {1.49) 的 一 个 烙 性 和 解 ， 伺 该 孤 数 不 
AB 

[vc 1-1=0, <ER, (1.43) 
的 粘性 和 解 。 这 将 留 给 读者 去 证 明 。 

在 以 后 一 些 情形 中 , 上述 业 性 解 的 定义 用 起 米 不 太 方便 ， 
再 此 ， 我 们 将 引进 一 些 等 价 的 定义 。 为 此 ， 首 先 引 进 一 些 记 
E. MF oC ECU UR nE, BR vu -) 在 加 点 的 上 、 
下 导数 和 分别 为 


Dro(s) = {p ERY, lim = 9G) = (Pr 8-2) oh, 


(1.44) 
D> v(z) = {z ER", lim va Ce. P 2~ 20) >o}, 
(1.45) 
容易 知道 2(:) 在 如 处 可 导 , 4AM 
Dro) ID ven +O. (1.46) 
此 时 , 必 有 
D* vay) N Doul = {o Ga}, (1.47) 


另外 , 注意 Dole) MD oG) 完全 可 以 是 空 集 。 Gn, 对 于 
函数 v(x) = lz ER, 


Dv(0)=@, 
| D-v(0)=[-1, 1], 0.48) 
进一步 , S 
T 1.40) 
Q, z=, 
Ti Ay HE HH 
D*(0) = D-v(0) =o, (1.50) 
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FA, — RR ee eae oC) EAE ARIE, OF RT Be 
集 。 另 一 方面 , 由 定义 式 立 即 可 知 , 当 它 们 非 空 时 , 它们 必 基 
CHAE, 
FP its Sy AEREA. 
定理 1.8 FiO MF thy 
1° wf) EC(Q)& (1.84) 65 — 4 F502 FF CE LOB) 
2° apttig 2€Q, pE Dola), (pE Doe), 
Fiz, ofe), PI EV (0), (1.51) 
8° 对 性 何 pC JE C'(Q), R# v6) -—p( JA zE Qik sl 
Aye it KC), 则 有 
F, vi), pea <O(20), (1.52) 
为 证 明 此 定理 , 禹 要 引进 下 述 引 理 . 
引 理 1.9 we JEC), pED' u(y), NA VE 
CCR, KAPHA G>0, 
W (zo) = wzo), 
| Welo) = Ps (1.53) 
Wz) >w(2), Verezq, |2- z] <9, 
证 PMB a= 0, p= 0, w(xy) =0, Sl, SRR 
数 
(2) = wC + ip) 一 起 (0) -— (> 2), 
Fy Oc D'w(0) 的 定义 知 
lim ai? <0, (1.54) 


gol] z| 
因此 , 存在 ro>0， 使 得 1z| 记 ro 时 成 立 着 
waa jzjel h] e(r)>0, (r>Om), (1.55) 
令 
B(r) =supfe(s), Qasr}, roto, (1.56) 
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wz) = [ecas + lajs la| Er (1.57) 


则 易 知 , P fe a= 0 附近 是 0! 的 , 且 
l ¥(0)=05 (1.58) 
WC0) =0, 
同时 还 有 
wD feled D eere, Vis) 0, Jal rn (1.59) 
然后 , 令 
sE). 
| sD =l, Viel<ro. 
则 更 -zs 即 为 所 要 的 函数 。 
定理 1.8 的 证 明 十 "一 2 of EC(Q) AAD 
一 个 粘性 下 解 ， 则 对 任何 zE8@y H pE Dea), WES 
oC). A3 L-9, FPC) ECO, 使 得 
W(t) = vl) ks 
| W (21) = 多， (1.60) 
wiri- k, Vi2—2o[ Bae, 2422, 
ze 


paxy> (1.61) 
HAE, Eg *(Q), Ox(2 <1, x(a) =1, H 
x(2} =0, Ved EE RP) >max{0, ve) ihh 
Wa, Vere Q, 2252p, 


PA) =k) = x LO =A 


HO 


<1 = ¢(%) ((%) -*), 
(1.62) 

从 而 让 粘性 下 解 的 定义 , 可 得 
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F(a, Pzp), - g. (Ozo = k) } <0, (1.63) 
WH el) 的 定义 知 


= ə 1 — We) _ 2 
Pelz0) = 喜人 (| O Fe M-k? 
I 
9 ~ wy -RF 
因此 , (1.63) XS rT 
Faqs uly), p)<O, (1.64) 


这 便 证 得 空 { 关 于 粘性 上 解 的 证 明 是 完全 对 称 的 )。 

2*-1" WU EA ye Q, pe Dv), 过 有 (1.64) 
A, WUE e(-)EB*(Q), KER, B ol- k) F n Abik 
HARERBRRE. WE zn HARE, 


PO CI) ~ IE (20) (on) — AT (1.65) 
TA 
MORTE elay (wl) -Bb 
= b+ Coco =) = (20) Colao) ~E), 2—20) 

+olz-a]). (1.66) 
国 此 , 由 Dé ole) 的 定义 知 

-ECY we- DEDE). (1.67) 
由 假设 , 得 到 


Fo vds ~ Ve Col) -5 <0, 


WW, oC) FECL. BARTET AE. 

23 BRHER E Q, pED'vl), (1.64) REIR 
立 。 WAHE PCE CTR), BMC) - OC) EAER 
a 172 æ 


到 局 部 极 大 。 则 对 性 条 z 附近 的 z, 有 
V2) V0) — Pi) + pCa) 
= U(r0) + (Palza) s 2- 20} +0( [2-20], (1.68) 
Wh, Pelto) € Divan), MT, Hee 
E (20, V20) 5 Palt) <0, (1.69) 
3 之 2” 对 任何 为 全 外, pE Dos), H3 1.9 9 FF 
TEPC )ECKQ), 使 得 
Plz) = 0C), 
| Palo) = Ps (1.70) 
-p> ovl), Wetez, [2-20] <0, 
HOT BRK C+) - pC) 在 加 处 达到 局 部 极 大 。 由 假设 得 
OSF (2i, &(20)5 PD) =F (20s {x0), DP). 
这 伐 完 成 了 定理 的 证 明 。 
以 后 ， 将 上 述 后 两 个 命题 也 均 作 为 粘性 解 的 定义 。 许 多 
场 舍 下 ,用 它们 是 十 分 方便 的 。 
下 面 ,讨论 粘性 解 的 一 些 某 本 性 质 。 
命题 1.10 Boe Ee O'Q) 为 (1.34) 的 一 个 二 并 解 ， 
Ne wy (1.34) 的 一 个 在 性 解 。 后 之 ， 若 2(-)EO(CQ@) 为 
(1.34) 9-H, mattei oC) THB HMER, & 
有 
F (2o, P20}, Vo(29)) =0, (1.71) 
Apae, SoEg (1.34) H—- PEK 
ft. 
证 See CQ) Ad1.3OH—-F+ AAR, BE 
必 为 (I .34) 的 一 个 烙 性 和 解 。 今 设 2C:)EOCQ) 为 1. BAH 
个 烙 性 解 , Hi uG FFE, 
Dole NN Dt uled = {9 (20)} 。 (1.72) 
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AAT, Fo RPE ARS Oh at LB, (1.71) 式 成 立 ， 
上 述 结果 表明 , 精 性 解 确实 是 古典 解 的 一 种 推广 ， 
PALIN RP Ox Rx RR PES DR RE 


lim Falz, T, p) =F, 7, p) (1.73) 


关于 (zr, p) Ettir QxRxR HkFRL—-KR, 
o” JEC(Q) 为 
Fmi, V™(2), om 的) 一 0 seEQ (1.74) 
的 一 个 粘性 解 , 入 
pm{z)—v(z), (moo) (1.75) 
KF t# QUEM ETRE- a. WM VC) 是 1.84) 的 一 个 
RIR, 
证 Hel ECR), o(-)-0C-) Hye Q 处 达到 极 大 
ti, 4 nC DE CT(Q), 满足 
n=l, 
| On <1 Wee Q\ ia}. 
则 易 知 ，%2(- 一 <p) 一 9)) 在 ww 处 达到 局 部 严格 极 大 值 . 
由 于 (在 的 邻 域 里 一 致 收复 于 区) 故 可 找到 mE Q, 
使 得 OC) — (PC) nO 在 sm 处 达到 局 部 极 大 ， 且 tm 
Zoe 于是; 由 粘性 解 的 定义 知 ( 注 意 mC) = 站， 


(1.76) 


F (zm, (imis Ce(2m)) <0, (1.77) 
ARE, & 和 一 ce， 可 得 
E (2gs 0(40) + Pe(20) ] <0, (1.78) 


PALA o(-) 是 1.34) 的 一 个 精 性 下 解 。 同 更 可 证 ， ok) 是 
(I.34) 的 一 个 粘性 上 解 ， 

上 而 的 结果 常 称 为 粘性 解 的 稳定 性 ， 即 当 方 程 作 一 摄 动 
Fas YE OY PESE i ak, 划 极 限 必 为 极限 方程 的 粘性 解 。 下 面 
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By 2s PTE DE WA Ty AC. 84 PE FEE ES a MRA. 

定理 1.12 设 了 EC(QxRxR"),， e>0, #2 Fk 
E0) A Qx RxR 的 任何 紧 子 集 上 一 致 ; 设 02°(') ECCA) 
为 下 述 方程 钧 一 个 古典 解 ， 

—eAvt+ F(z, o", of) =0, EQ. (1.79) 
wR, ARAR RAGNARB (Ait 
MMA), Rk ve) AQT ETEL- RTO). 
出 eC.) 为 代 .34) 的 一 个 粘性 解 。 

证 首先 ,对 任何 的 PC)E C8@), 假设 人 一 9 在 
MEQ MAA MMRA, MS ac-) -76 A, 我 们 有 
vC- (eC) -CD 在 ww 处 达到 居 部 严 烙 极 大 。 从 而 由 
oC) QM RFR E— MMF oC +) EEA, HEHE, 
fi OCD - (eC) -1C-)) 在 z 处 达到 局 部 极 大 。 从 而 ， 


| Fy Tot) = (PC) = MEDI laia =, 


(1.80) 
Alo*(2) = (Cz) — 9(2))] [ence 0, 
Ah, 

Falas Ua) VE(2.)) = eA- (9 -)] (2) 
+eA(y—1).)<eA(p—a) (4), (1.81) 
注意 到 1-(2.) =0, 所 以 ,由 (1.80) 式 知 

Vra) = Paa). (1.82) 


因此 , (1.81) x0 48 24 
Pleas U(heds Pl D seA(p— 1) {Ze} Ve>dO, 


(1.83) 
令 e0, 得 到 


五 {z0，2f20， p2(20)) <0, (1.84) 
今 对 于 任何 (7 ECA), PIEC) -pC aE Q ANISM 
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局 部 极 大 。 令 paf EC, 使 得 Pm) 一 pC) mr) 一 
PC), 在 入 的 每 个 紧 子 集 上 上 一致 。 则 有 mz 使 得 01- 
(pm) nl) 在 ao 处 达到 局 部 极 大 从而， 由 (84) 式 知 
EF (mr Vms Piz Cam) 0, Vitel, (1.85) 
& moo, 得 到 
E (2i, (20) 5 Palt) <0, 

因此 , 2( 7 Ed 84) — AA EE TP ft. TE, 可 证 (+) tt 
(1.34) fy —7 VR EEE 

值得 注意 的 是 ,在 上 面 的 定理 中 ,万 RMR. 
这 一 点 是 有 意义 的 。 对 于 由 无 限时 区 定常 控制 问题 导致 的 与 
时 间 无 关 的 HJB 方程 ,我 们 将 取 业 为 普通 的 Laplaco HTA, 
此 时 ， 它 是 一 个 一 致 精 圆 算 子 。 而 对 于 由 有 限时 区 问题 导致 
RU AY A) HOB 方程 ,有 2= (t 7), at, A REET e 
itty Laplace WT 4, GR, EXTER 是 一 个 椭圆 算 
F, ETE- SUR AY. 

现在 ， 证 明 第 二 章 型 一 2 中 研究 的 经 典 最 优 控 制 问 题 的 
信函 数 是 相应 的 HIB 方程 的 粘性 和 解 。 首 先 考虑 无 限时 区 癌 
题 。 为 方便 起 见 , 将 第 二 章 的 人 (2.50)} 式 重 守 于 下 ， 


Av(2) 一 本 (2 vte) =0, «Ee R", (1.88) 
其 中 ， 
Ht(s, p) =inf (f(e, u) + (ps, F, ¥))}, 
Yis, pER'xR', (1.87) 


SE ODER), 4 ol) - 9 Eto MAD RB 
大 值 , 则 对 于 i>0 充分 小 ,有 
DCE) 一 pve) — pnt) (1.88) 
易 知 , LRA ul EW (0, co) 是 一 致 的 ( 见 第 二 党 (2.10) 
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式 的 第 三 个 合计 式 )。 则 对 任何 固定 的 WWEU， 由 第 二 章 定 
理 2.4 可 得 


0= inf [B PC) ule) ae, 


eC eR Cet) 


+ exw Ct)) ~ oa} 


<| ear F" (Ha Ct), UAT + (67% — L(Y.(t)) 
O PE) pla). 
因此 ,两 边 除 以 1>0, ES iyo, 可 得 
OLS Eos to) + Crt0), F Eos 10)) ~ Aol), Vane 0, 


(1.89) 
上 式 中 关于 smEUDU 取 下 确 界 , 可 得 
o(a) — H (Eos Prl) <0, (1.80) 
Brel, oC) FE(1.86) x0 A — ARE FR 
SH OC) — PC) 在 9 点 达到 局 部 极 小 值 ， 则 对 t>0 足 
ih, RRT u(-) EMO, 00), 成 立 着 


vay) = p(y) SOY (4) ) — Ps (ED), (1.91) 
因此 , 由 第 二 章 定 理 2.6 知 


O= inf {{" oP (gat), acnD)ar 


ud EMO} 


+ owty,, (6)) e] 


> inf {fie Pn), wed 


uc EQ [ot] 
+ Cem lv (yz, (8)) + 9, OIE p). CL .92) 
两 边 除 以 E>O, 可 得 
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OF jar 如 if, of (YelT), Ut) At 
E za] mE (t)) + Ps, ()) P(e) | 


p 1 ° -aF 
-ae {l a oA (Eo, w(t) de 
+ 2TH ton) + (pleo), | Fas 


u(t) ar) 3 Zod } 
= inf Me Lf ew WH)? + ore), Flea 


WER CE] 


uct) jdt + et olay, CE) + > +9] 


BS tf H (tis pr wo) dT 十 -一 一 1 (a) +o., 


值得 注意 的 是 , 上面 的 od) XF ei Je KED, ceo) 是 一 致 的 。 
从 而 , 令 tO, 得 到 
Os H (aq. gofoo)) — Avla). 
即 
An(æo) 一 A( to, Poleo) ) =O, 
也 就 是 说 ，2( 7 21.86) 的 一 个 粘性 上 解 。 因 此 ， oCo 是 
(1.86) 的 一 个 和 性 解 。 
完 爹 类 似 地 可 以 证 明 有 限时 区 非 定常 问题 的 值 函 数 %(t， 
s) 是 下 述 方程 的 一 个 烙 性 解 ， 
- ui, 2-H, wy v(t, wm)) =0, ($, æ) EL0, T) xR", 
| (T, 2) =a), wER", 
(1.93) 
Sisk, HG, w, p) 出 第 二 章 (2.27) 式 定义 ， 值 得 注意 的 是 ， 
AEST Vr UME, (1.93) 与 第 二 章 (3.26) 是 等 价 的 , 但 在 讨论 
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车 性 解 时 , 两 者 是 不 等 价 的 ( 见 例 工 .9 ， 
下 面 。 讨 论 二 人 有 零 和 微分 对 策 问 题 。 我 们 将 说 明 下 信函 
eV", w) 是 下 述 方 程 的 一 个 粘性 解 ， 
一 Frzft «)- H (i, s, Vz, wm))=0, 
| (tw EV, xR’, (1.94) 
PCT, Q=h(a, «eR, 
其 中 ， 
H- (t, m, p) = sup inf LF CE, ou, W) 
+ (py FC, @, Uy WN 
Vd, w, pet, T) xR xR’, (1.95) 
HE, Heed, JEO, FT XR), FO, J) - ol, NE 
(6, 四 E [0, P) x R" 达到 局 部 极 大 。 则 只 要 0<t-i 足 够 小 ， 
一 致 地 对 ae of ft, T], wo Ew, T] 成立 着 
V-t, @) — olt, DSV CE, y a D) - OCF, YeD), 
(1.96) 
HEAR, Yeo 是 对 应 于 (ea 人] wC ABR. A, H 
第 二 章 (3.38) 式 可 得 


(fr, eal, aw), 


0< inf sup { 
xe lor) uc eet. 7] Let 
wT dr + 0G, YÒ) ~ oct, a), (1.97) 
利用 第 二 章 定 理 3.4 KER, BI, MH e> 0, 存在 ae 
Wt, T], BRE woe wt, T], sE ft, T], 
Pi, By a, [wt Y] (s), (8) ) 
+ (Pelis S), FC, £, a[l YJ] C), wls))) 
<inf PG, Ty U, WC8)) 
+ (Palés %), Fd, T, Uy w{s)))} +e, (1.98) 
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ith, W197 RA, We ot, 
0< sup ff" PCE, Vea), alol] E), we) ae 


wee hF] 
+ PCE, Ye,2(8)) ~ PG, «)} 


= ,sup {| Pt ae oC) woe) Ide 
+ Ob, ENCE mE + (pelt, ©)» Yere) — E) 
+0(/#-£) + lyes) -el)} 


= Sap ff EF? Gs ws alw, wr)) 
+ Palts 2), FO, wo a [00D] we))) dr 


+ qilt, 2)(s-1)+0(js-#))} 
<f sap EEF (ts 2s wy w) 
+ (Polls 2), f(t, £, U, w))]dt + e(s — t) 
+ p(t, £) =t} + 0( | —#]) 
= [pts 7) + H(t, £, p(t, 2)) +e] t) 
+o({a—-#), 
TERRA e > 的 任意 竹 , 可 得 
一 站 人 a) — A(t, x, p(t, 2) <0, 
STEAM (+, de 二. 人 7) 的 一 个 炳 竹下 解 。 利 用 同 社 的 方法 ， 
参照 第 二 章 定理 3.4 的 证 明 ， 可 证 下 (…，')] 也 大 人 .94) 的 
一 个 粘性 上 解 。 因 此 , FC 0 SEC. 94) EE, 2K 
WHE, PRIEBEH P (+5 -) 是 下 述 方 程 的 一 个 燥 性 解 . 
— v {fs ©) — H (t, Ey vtty EE) +0, C, oE [0 T) xR", 
| of, o) =M), te R', 
{1 .89) 
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rh ak, 
Ai, æ, p) =inf sep {f(t Æ, u, wW) 
+ (ps Flt, £, U, W))}, 
YV, rs ped, T]xRxR’, (1.100) 
我 们 看 到 ,第 二 章 的 (2.26), (3.50) (8. SAHRA 
问题 ( 即 在 #= 二 处 给 定 值 )， 因 此 , 在 讨论 精 性 解 时 , 不 得 不 
在 ( 民 .83)、{1.94) 和 和 (I.99) 式 中 将 方程 玻 写 。 有 了 时候 , 人 们 对 
于 这 样 的 终 代 问题 不 是 改写 方程 ， 鲁 是 改动 业 竹 解 前 定义 。 
FARRER TF: 
EM 1.18 oC, JECO, T]x R") 为 下 述 问 题 的 
—~ +S FETE CED, 
DCE, w) + Ht, a, oft, T), Veli, c=, 
| G, we 0, TPT xR’, (1.101) 
o(T, ©) =h{s), ce R, 
如 果 o(T, 2) =h(@), WeER', aatitie pC, ECO, 
PIX RY), RÆ ola oles Vez Ces EE [O, T) xR 处 
达到 局 部 极 大 (小) 值 ) 出 必 有 
Pe Cios Co) + Aton wor Pos Ts Pallas my) =O, (EO), 
(1.102) 
WoC, +) MEP AC.1OL) 的 粘性 下 解 和 牛 性 上 解 时 。 称 
w+, +) H1.1OL) 4 — 4 Hee 


§2 唯一 性 定理 


本 节 骑 给 出 作为 粘性 解 理论 最 县 重 昌 性 的 部 分 一 一 唯一 

性 定理 。 将 分 别 讨 论 稳 态 方程 (不 食 时 间 的 )， 以 及 非 稳 态 方 
程 (好 含有 时 说 的 )。 这 着 类 问题 的 唯一 性 定理 是 有 一 些 差 细 
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的 。 
首先 考虑 下 述 稳 态 方 程 烙 性 解 的 礁 一 性 ， 

ul) — Hlg, v8)) =0, «ER, 2.0) 
此 处 ， 并 不 限制 Be, p) UBM BO 2.51) 式 。 由 于 第 
(2.5K PRADO, 故 不 妨 设 和 = 工 ( 当 ?< 时， 读者 不 
难 将 其 化 为 (2.1) 式 前 形式 }。 对 函数 H, Rx RoR 作 和 如 下 
假设 ,存在 常数 A, Bel, UREA RH o R*x RR, 0 
关于 其 每 个 变量 均 单 调 增 加 , H olr, 0)=0, Yr=0, 使 得 

|H(®, p) - H(@, 9))<(Aja; +Byip-g], 


Va, Ps geR, (2,2) 
lH (e, p Hip, p)|<aCiel|\V/ly,, jog! A+ lp), 
Va. ys Pp ER (2.3) 


SA, 4A Ep (ALY met, BRO eC. SL Ae MA 
Hla, p) EWR ERE. 


现在 , SENNEN, 

QR) ={0(-) COR), sup e cool, m>0, 
(2.4) 

ER) = {v(-) €C(R"); lim v(a)e**! =O}, A>0, 
(2.8) 


下 面 , 客 述 并 证 明 粘 性 解 的 唯一 性 定理 。 

定理 2.1 RCD IKA, 

(i) BAD>O, CO), OVE LL QR 为 (2.1) X44 
BAER, MOCI). 

(ii)  A=0, BDO, VC), CEER A (2.1) 的 
ALR. OETI OF 
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证 GD 定义 
(0, y) = (2) -b ~e- yt- alka” + u), 
m, YER', (2.6) 
此 处 ，ey a>0, Mi m<- MAB C+), DOE IQR. 
外 ， 
tay = V TF [el 
HF oC), OCDE L Ou), 可 见 


lim Pir, y) = —- 0, (2.7) 


la | + taf Dain 


AW, FE (£n WER”, HOC, -) EBARA RRA 
fi, AEROBIE (So VERBIT ome. H 


Ditos Le) + Bw, Yeo) ELP E, Yo} 
ct 
UCE — VCL) — Bacay)” + oN) — V) — Badan 


<U) — & (ya)) — 7 [ee yal? — Zar Grad” + YO”) 
从 而 ， 
2 laylo- vy) +(e) — Oye), 2-8) 


(2.6) RA, 存在 只 >0, 与 8>0 无 关 , 使 得 
EA (2.9) 
因此 ,由 oCo AOC.) WEEE, M oa RR, o,(-) A 
调 上 升 ,连续 , 且 wa(0) =0, 使 得 
fy) — w(y)| + oC) - By) | Soa EE 
Viel, y| < Ra. 2.10) 
从 而 , HC(2.8) 式 知 
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lo gD oal syo))>0, (e0), (2.1D 
Bea 0 
I Ja- = 01), (2-0), (2.12) 
H (2%, Yo) HY SE NAE A 
w-»0(2)—[o(yo) + I [e= yo? ta Ca" + ye | 
TE m ARBA AR AAA, FIRA PE Ye 
way) 一 五 fc 2 cago) + ama)" tg) <0, (2.13) 
[R] E, Pa BB 
yoy) - EG -4 læ- yf? — allet + anm |, 
在 Yo 点 取 到 局 部 极 小 值 , 因此 ， 
D- H (yo -2 mo- -amyn > 0, (2.14) 
从 而 
olan- (M9) EH (zo, Era ~¥a) tame," 2z) 
一 H(yo, 2em- -am <y" y} 
<H (a, 4 Can ~ Yo) )+ (Alal + B)am any"? |x! 
- Hye, £ (ea = yod) + (Alga! + BYamtyo)™? lya] 
<0 (Ra, 'zo—yo| (1+? lata -- vel)) 


+ aml AC <roy™ + (Ye) + BKE + yD]. 
(2.15) 
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Ali, Se cc R’, 出 
B(x, 2) <DE Yo) 
pal] 
vl) ~ 0(@)<2ala>” + v(ay) — 2(Yo) 


一 + | aq — y|? — aC Cay + y) 
2 2 
<2aça)"+ a (Ra, [zo- gl + $ le-s?) 
— a [CL — mA LE” + yo — mB rm + ya 
(2.16) 
也 于 工 - 各 4>0, 上 式 景 右 端 项 [……] 是 下 有 界 的 , 放 可 设 
v(m) — DP) <2ala>” 
+o (Ras lziz yal + zayi?) +00, (2.17) 


此 处 的 是 一 个 绝对 常数 (不 依赖 于 z 和 oa。 因此， 利用 
(2.12) 式 ,在 (2.17) 式 中 , 先 令 2-x0, 得 到 


VD) — o(a) <2a(a" +a, (2.18) 
PHS a0, 得 到 
a(n)<a("), Wee R, (2.19) 


因为 o(-) Fl OC-) 地 位 是 对 称 的 , ARIE). 
Gi) BPU), o-)e EB aR), BFE A BR 9。 
R'-R', 使 得 ( 记 a=) 


jotw)|, [on (<eC{a[yet™, ER (2.29) 
县 


lim 8(r} = 0, (2.21) 
AKT e>0, a>0, ce 
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B(w, y) = v(a) ~ ay) — Í yg ~yl*- a( er + er), 
a, yeER", (2.22) 

余下 的 证 朋 与 (让) 几乎 其 一 样 的 ,我们 将 其 贸 给 读者 去 完成 。 

值得 注意 的 是 ,上 面 对 于 2 ) Al oc) 所 作 的 函数 类 的 
限制 是 必要 的。 在 这 限制 不 满足 时 ， 唯 一 性 定理 有 可 能 不 成 
立 。 下 面 的 例子 说 明了 这 一 点 。 

例 2.2 设 %=1.( 叶 在 及 中 考虑 问题 ) 

(i) 考虑 方程 


vis) — Z vle =0, sER, (2.23) 
WAA, A= t, Moa) =0 和 (ec) = eh 2.28 
WEER. SAECO) E U Qn(R RiB, AO Hh PE ROO 


m= 
A 


væ) =D, 
(il) 考虑 方程 (了 >0) 
or) —Be,(2) =0, sER, (2,24) 


则 A=0, SHEE, v(2) =0 和 oC) = eF (2.24) 的 两 个 不 同 
的 粘性 解 ， 当 作 oC) eB e(R) 限制 时 ， 唯 一 的 粘性 解 为 
o(e) =O, 

.利用 定理 2.1 和 81 中 的 讨论 , 立即 得 到 下 述 结 论 。 

推论 2.3 ipag? t CHL) a $è (2.43) AK 
WC ah oO) 是 第 二 章 方程 (2.50) 式 唯 一 的 
wR. 

这 里 应 注意 的 是 ， 


Az e, (2.25) 
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而 由 第 二 章 (2.46) 式 知 , fi ew Be 
DEIER, (2.26) 
因此 , GENE — PEE E H R RIFE E, T 2 


r+d< 了 = 7 
REFER FA (4A, 5 DoH OR, AAS v(-) 
TPR Ee HOE A RUT, oC) EEn ROAR 
假设 工 >0, 否则 问题 是 平凡 的 ), 因此 , HE — PEG 
i, PC MERIR EHE (2.50) 式 在 数学 
上 严格 地 刻 划 了 。 
TH, SREEB ANTE. ARAMA, 
HU, 2) +H, a, v(t, @))=0, (ty TE EO, T) xR, 
{ (T, x) =A(e), 
(2.27) 
Mah, we H, (0, T] x Rox RR 是 连续 的 , 且 存 在 常数 A, 
B>l, 以 及 连续 函数 o, RxR R, 0o TERTEM 
单调 增加 , olr, 0) =0, Yrd, 使 得 
| Ht, x, p)— Hit, x, g)}|<(Al[e! + BIp- 9|, 
Vie (0, T], s, p, FE R", (2.28) 
HG, æ, p)- HG, y, p)| 
solle] Vly le-yid+ lps 
Wie EO, TI, æ, y, pe R’, (2.29) 
注意 到 , 车 第 二 章 加 中 (HI 成立 ， 则 由 第 二 章 (2.27) 定义 
的 函数 At, ©, p) 注 足 上 面 的 12.20) 2. 29) 式 。 下 而 叙述 
并 征明 问题 (2. 27)? 丫 性 解 的 唯一 性 定理 。 导 得 注意 的 荐 ,下 
面 的 粘性 解 的 定义 是 取 之 于 定义 1.13， 
定理 2,4 7£(2.28),(2.29) ha, 且 AC)EC(R"), E 
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vl), CECO, T]*R*) 2 (2.27) HAREM, M 


v(-}= (+), 
证 #A>0, WE 
w(t, wmv, e), YG, aE (0, T] xR, 

用 反 证 法 , 假如 (2.80) 式 不 成 立 。 不 妨 设 

sup Lott, æ) v(t, 2)] 2a >0, 

(Eg 

此 处 ， 

= itty ee (T -To T) xR, 


jel] < Eat- T + Po}, 
1 B 
O<T <T, Tec ys Eye Tar: 


C2. 28) RM, WEE, IEP, Pp, GER", 


|E, s, p- Hd, e, O|] +D] p- 


<[AL t -T +T) +B]lp-q] 
(AL Tat BD |p- q] =j pal. 
现在 , 任 取 e, 6>0, HE 
e+ 6< Loto. 
Bw K>0, CECR), 满足 


K>suptv(t, 2) ~ o(a, 1(t, & 8, NEO}, 
0, r<-4, 
ed -K, r>0, 


e’(r)<0, VreR, 
A, wT a, B>0, 忆 及 o>0, ee 


D8 = ot, dy — os, y) 一 Ls yl 


- 7 f¢—s [24 EC PaT HTO) 
+ €(<yd.— Lgl s- T+ Ly) ) +0(t+s)- 207, 
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(2.80) 


(2.81) 


(2.82) 
(2.83) 
g| 

(2.84) 
(2.85) 


(2.38) 
(2.87) 


(2.38) 


(by T 8, Hed’, (2.39) 


Web, Core = (e|? te, ya 5 Cig]? +27), ROE, « 
8, Y) TE (toy Poy 80 V) E AMEE OC? LAK cea 
PRAHA). WH 


知 


PT, 0, T, OPio, tos So» Ya) 


O= (7, 0) — o(T, 0) + 26(e — Lelo) 


~ 1; 1 | 
P(t, Vo) 一 CCS, Yo) 一 a {xo ~— Yo|? — B [fo — Sal? 


+ (ed. — Lois -T + Tq) 
+E ~ Dalo T +7 9)) +o (fy + 89) — 2oT 
<K+E(<aq>. — Lotty— T+ Po) 
+ E(<yo>. — La(8a— T + Te)) + (bgt 8a) — 20T, 
(2.40) 


因此 , # leo] = Loa- T+T) 或 yl =L- T+T), W 


有 


O<K—K +o(ty+ 89) -20T<0, 


BAFE, HEMT 


FH 


| ay | < Lalie T+ THs [yol <L sT Ts (2.41) 


Digs tos tos By) + P30 Yos Sm Yo) 
LID (Loy Vos Sas Yo)» 


mlio, 2) — Vito, Va + 2E( dad, - Falta — T + TY 
+ os Ya) — (Sos Yo) t ZEYD ~ Lols- T+ TO)) 
+ 2ai,+ 2o8,—4eT, 
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<2n (to, Zn) 一 29(soy Yo) — 2 ley lto— sol? 


+ 2E( LEa — Lelio - T + To)) 
+ 2E( ors 一 Lylo- T+ To) + 20a (89 + t0) 一 do 。 
世 即 
Pla =y l? + 3 lta- so] 0Cigs Fo} — V(S0s Yo) 
+ oltor 2a) — Plss Yo) <2n( [te — sol + [eo— Hol). 
(2.42) 
Mh eb 
nir) = 六 supt|ob w)—o(e, y)| + lol, æ) BOS, yl: 


上任 一 外 | 十 | 下 | G, 2, 3, ECY, (2.48) 
易 知 ,lim (7 =0, 且 出 如 的 有 界 人 性 知 
No= sup n(r) <0, (2.44) 
于 是 , 由 (2.42) 式 可 得 
lro- yo lv any, lén- salv bo. (2.45) 
FRA (2.42) x, 可 得 
X |aa vol? + 5 lto- 80]? <a atio + Bie). 
(2,46) 
E 
daa = ((b, DED LGT +T) 0, (2.47) 
HA, He, O>0 充分 小 时 , daa, H 
EDY, — Lolt— T+ Ty) =0, VE, 2) E ds, (2.48) 
Flt, C2. 81), ACH e, 6, o> 0 都 充分 小 时 ) 
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sup P(t, t,t, x) 


(tale ders 


= sup [v(t,2)—o(f, s) +20(t—- T)]>F >0, 


Chee dacs 
(2.49) 
另 一 方面 ， 
sup (i, 2, b, 2) <supP(t, t, 8, Y) 
(i.e) doa er 


= Pliny os 8ps YO Ev Go) — O(8as Yo)s (2.50) 
存在 +>0, 使 当 0<a B<r kf, 
(tos Zo, So, YO ED, (2.51) 
hah, 应 注意 (#0， to Sos Yo) EK RAT wy Bs 8s ð, a 的 。 事 实 
上 , 若 人 (2.5 时 ) 式 不 正确 , 注意 到 (2.41) 式 ,只 有 一 种 可 能 , 即 存 
在 序列 (ams Bm} ，awn->0y Bw->0, TEXT (am Bm) 的 中 
EG? ERRAK Oms Ym Sms Ym 满足 
ta= i W sm= 工 ， Ym>l, (2.52) 
由 (2.45) 式 知 ， 
amal >O, ims Sm>T, (moo) (2.53) 
因此 ;由 (2.49) 和 (C2.50) 式 知 


0< slim (v(t Lm) -V Ems Ym) =O, 


虽 显 然 了 矛盾 。 帮 (2.50) 式 成 立 。 于 是 ， 对 于 0<ay 8<yy 由 
(fos Tos Sos Yo) Éy E A Sa bag Se 


(E, @).»v(4, £) - {0¢s05 Yo) +s [@ — y]? + 5 |é— 89]? 
-EEY Dott— T+ To) ERY’. Lols- T+ Ty) 
—a(t+ 89) +201}, 

TE (ty tC O SHAD RRA. Wh, He 1.183 知 
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5- 80) + £'( dtp). — Lg(tg— T + Ta) -0 
+ H(t, fas (eo ya) — G (<a>. 


-Lo T+ To). 区 ae --)20 (2.54) 
0 Ba Br 
~ 1 a 1 z 
(8, Y)vv(s, y)-{e (fos %) = > fen- y| — 3 lts] 
+ ECKE. — Lo(to- T + To) HECU- Lols -T HTD). 
+ ots +3) -2T}, 
在 (ses go)E O 处 达到 局 部 极 小 值 。 因 此 ， 
Bl 80) ~ EY, ~ Lals T+ TO)) Loto 


+ H(s0, yo Zmd +E’( Cy 


-Lolso- T+TD)). ite aa (2.55) 


简 记 
{ = ob- T + To), 
F = tyo — Lals- T+ To), 
综合 (2.54) 和 (2,55) 式 可 得 
2o EX) te (PY)] 


+ Fi tos tas 2 ayy) - E(X) TEST 


~ H( so yo (eam) EP MA), (2-50 
取 透 当 的 子 列 BVO, 使得 (fny Cos Sar Yo) MEM, 记 其 极限 仍 为 
(fos Tos Sas Ya). Hy (2.45) 0 Al, 对 此 极限 ， 有 如 = 39, ue, 
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《2.56) 式 变 为 
Qos Lo E + EF) 


+ H(t, Tas 2 ca,- Yo) — (X) 


eo.) 


一 H(t, Yor ~ 2 (0 — Yo) +E'(F). Gor 


r r r, ier ao t | 
SLEX) + 如 (二 Fa |S (X) GR 46K) | 
+o( aV lyol, [zayo] [1+] 2 C- 
, Perig , 
-ECE) ||) oe CX) + EF) 
+ LoL 10K) + E) 


+ ojzol Vll, [ze—gol + IED 2 l-l), 
注意 到 61(7) <0, 知 (2.87) 
2o<ofimlVlob leo- gol + 16/(2)|) 


+Z læn). (2.58) 
FH (2.46), Sa>O, 得 到 


o=0, 

这 与 所 说 g>0 了 矛盾 ， 故 反 证 假设 不 成 立 ， 也 即 (2.80) 式 成 
AE. BE oe» OMDC, O 地 位 是 对 称 的 , 定 埋 得 证 ， 

对 稳 态 方程 ， 需 要 对 粘性 解 所 属 的 函数 类 作 进 一 步 的 限 
制 才 成 立 唯一 性 定理 。 而 对 于 上 述 非 稳 态 的 方程 ， 这 种 限制 
是 不 需要 的 。 利 用 上 述 定理 , 立即 得 到 下 述 的 挫 论 。 

推论 2.5 设 第 二 章 82 中 (HL) ka, WMO HAH 
Kt, a) 是 第 二 章 问 题 地 .26) 的 唯一 的 粘性 解 。 
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现在 , 考虑 另 一 个 方 种 
和 


oT, 2) =h(2), ce R’, 
(2.593 


假设 A. (0, T] x Rx R*-> 民 满足 与 互相 同 的 条 件 (2.28) 利 
(2.29)。 仔 组 分 析 一 下 定理 2.4 的 证 明 ， 可 以 发 现实 际 上 我 
们 证 明了 下 述 的 定理 ， 
定理 2.6 Hi 育 均 满足 条 件 (2.928) 和 (2.29)。 设 
Hit, x, paft, Ls p)» 
Vt, ws pE, T] xR*xR*, (2.60) 


并 设 eC, DOC, JECO, TI xR") 分 列 为 问题 (2.27) 
fe(2.50) edhe TAE fete LAR, M) 

ott, oo, e, V, a) E [0 TIxR', (2.61) 

上 面 定 理 的 证 明 完 全 包含 在 定理 2.4 EH, H 
是 在 得 到 (2.57) 式 时 ,需要 用 到 (2.60) 式 。 

和 用 定理 2.6, 可 以 得 到 下 面 的 推论 。 

推论 2.7 žog PRE 8.6) ~(3.9)Ke, M 
FREAK VU, Df base GE ©) JAAR AFA 
(3.50) 和 (8.52) 唯 一 的 粘性 解 , B A 

VG, OV m), YE, ae, TIxR", (2.62) 
#— >, 4 [saac 条 性 第 二 章 (3.54) 成 立时 ,有 

F, s) =V+(4, x) » Wis DE 0, T] x R". (2.63) 
POA Rf MOM RA he. 


$3 存在 性 定理 一 - 粘性 消去 法 
本 节 将 用 粘性 消去 法 米 证 明 下 述 方程 的 粘性 解 的 存在 
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性 。 
rot — He, De(e@)y=0, ER, (3.1) 
这 样 的 存在 性 定理 与 上 一 节 中 的 唯一 性 定理 结合 起 来 使 得 值 
沙 数 的 决定 完全 可 以 化 为 一 个 偏 微 分 方程 的 求解 问题 ， 
现在， 先 作 一 些 很 设 。 设 A, Rx ROR 为 一 个 连续 顶 
数 , 满 足下 述 条 件 : 存在 常数 Co>0 和 OM L<A, 使 得 


HO, 0)E€L7(R), (3.2) 
| H@, p)- H=, p)|<(L|p}+C)|#-2], 
Va, ce R", (3,3) 


| Ha, p)[<OCo + p, Vie, PER XR, (3.4) 
4 AC, +) 是 由 第 二 章 $2 POR eR 
决定 的 , 即 
H(z, p) int (f(a, w+ (Pp, F(a, uy}, 


(x, pyE Rx R", (3.5) 
Ma f° Al Se PRR, 3. 分 一 (3.4] 式 是 威 立 的 ， 
sup |inf f(x, w| < co。 (3.6) 


{ Fe, u) - fa, w) Es 
If@, WD- FE, #)|<b\e-a], 


Va, cE R", «ed, (8.7) 
Len (3.8) 

IP, wl, |F@,wW)<Co Vi, WE RxU. 
(3.9) 


Bm, BA (3.8) 一 (3.9》 要 比 第 二 章 82 中 的 CHL) m® 
强 ， 这 居 和 由 于 偏 微分 方程 理论 中 的 一 些 技 术 性 条 件 所 致 ， 当 
AC, EC 时 ,(3.3) 式 草 售 第 一 章 的 (5.81) 式 。 现 知 设 函 
a HEC, e) 是 OQ 的; 风 出 第 一 童 定理 5.5 知 ; 对 任何 >0 及 
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le p<oo, FE OC EWER) NL (RR), 满足 
-sdaoe(z] +o (2) - H(a, Do'(2)) =0, 
aose R", (3.10) 
且 
[ree < FI AG, Oferta. (8.11) 
HE, EAN CO 在 任何 下" 的 有 界 闭 集 上 是 有 有 一致 收 生子 
序列 的 ， 

引 理 8,1 4 HC, EO, AGD.. WH 
任何 E>0, l<p<mo, FA VCE FERNER"), A 
2.(3.10), (3.11) E 

[Dar] c? E 


证 国定 &ER", 令 
l D(a) =o (2+E), WeER’, 
Hs, p) = H(z+E, p) Y, peER xR, 


Ca 
aL’ 


We>O, (3.12) 


(2,13) 
WS AA 
— 2Ab°(@) + Mo (mY) — A(a, Do(x)) = 0, 
a.e.cé R”, (3.14) 
EX 
Pm) = or) (sD, cER', (3.15) 


由 于 公信) 和 和 5) Æ LR) 函数 ， 故 对 任何 6>0， 存 在 
mE R, 使 得 
© (2,) sup D(a) 一 必 。 (3.16) 
& CeCe (R"), BRE: 
| ĉi) =1, Gabl, Vee RA {a}, (3.17) 
| Dé) (<1, |4é@)jl, vek, 
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容易 知道 ,这样 的 函数 是 存在 的 。 然 后 , 作 


Wa) = D(a) + 2dE(a), ER", (3.18) 
HF CECH RY, MTR GOA—-PHARIER, 使 得 
E(@)=0, se RnG, (3.19) 
从 而 ， 
YW (a) = D(a) + np PDE) + o> sup Pirja 
FER” acR*\G 
(3.20) 
因此 ， 
sup VC) =max ws), (3.21) 
于 是 ,可 找到 mE GcoR*, 使 得 
Wirata, vee R, (3,22) 
BL C2) 在 oo 处 达到 最 大 得。 所 以 ,有 
DY (vo) = 0, 
| AW (%q) <0, 
即 
| Do (to) = Doran) + 200E(2y), (3.23) 
du'a) — AB (aq) + B04 EC mg) SED, 


因此 ,由 方程 (3.10) 和 (3.1 少 知 
Mo tm) ~ B°(%)) = edot hE) + (tg, Do (eo)) 

— 248° (ay) — H (t0, Do'{w0)) 

= H (8p, Dv°(%)) ~ H (20, Do (£g) + 26DE(2)) 
— dedita 

<H (£o, Dv*(@y)) ~ H (e+ €, Do (E) ) 
+ H{ag +é, Dv'(ay)) — H(t Ë, Do (æg) 
+ 28DE) + 2de<(L| Dotie] + C0) lE] 
+ 2de + | H Cry t Ê, Do2) ) 
— H (zor Ë, Dv'(ay) + 26DE(%)){, (8-24) 
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一 方面 , hID 70H, Hel ee R, 
ve (e} — 5 EDEL (a) seo) =p (20) — Bay) + BE (a9) 


<f} [Dor (oa) | + Ge] [3] + 2 


+ 工 | H (egt ë, Dolap) 


- H(æa +E, Dv* (a) + 26DE(m)) | (3.25) 
故 , 令 0->0, 可 得 
wa) ~ ows SF De) laren + SEYE. 
(3.26) 


由 第 一 章 $5 的 结果 知 (参见 第 一 章 (5.85) 式 ), DOC) [cam 
是 存在 的 (一 般 而 言 , 它 是 依赖 于 H). HF EER 是 任意 
的 , 故 知 

|v (a) ~ ore + 6) |<[F[De(-) ESSE 

(3.27) 
从 而 ， 
[Dorey EF DCO hice +S, aoge, 
(8.28) 
注意 到 工 <X, 得 到 (3.12) 式 。 

上 面 引 理 前 意义 在 于 估计 式 (3.12) 关 于 *>0 是 一 致 的 。 
(5.12) Rik H {vp*(*)} e>0 在 Wh=(R*) 中 是 有 界 的 。 于 是 ,对 
任何 的 召 >0， MFW B0B) (0<a<1) ERIK 
入 , 故 知 存在 {w(-)} 的 一 个 子 序列 ( 仍 记 作 它 本 身 ) 以 及 一 个 
o(-EW (Ba) ,使得 

ot (z)-=o(2), (6—0) RF we 局 一致。 (3.29) 
利用 对 负 线 原理 , 设 
196. 


w(x)o(c), 关于 二 在 任何 紧 集 上 一 致 ， (3.30， 
Pei l<p<co, (oe WR, Meal Do) 是 
Holder 连续 的 ( 据 Sobolev MAGE). Min, H (8.10) stay 
见 ( 利 用 第 一 章 定 理 基 .名 wl) HC? 的 。 因 此 , 由 定理 1.12 
可 知 , v(-) AES.) REA. PE EE -FERE 
EETA, DOPE PEAR Ay, AIT, 整个 序列 we 
在 及 "的 任何 紧 子 集 圭 是 一 致 收敛 的 .这样 ,证 明了 方程 (3.1) 
EHE C m, AEREE. 

BRAM. RH, RXR -REEAH, WE 
(3.29)~C3.4), Mw(ece(R), 

wr) =1, ‘a#f<l, 

| w(a)=0, |v] m2, 


(3.31) 


然后 , 令 
Hw, p) = (p/h) Hle, p), 
Viz, ppc RxR", k>1, (3.82) 


BIL, Hs, P BAM, H 
lim Fale, p) = H (e, p), KTC, PAAR EK, 
(3.33) 
可 找到 AC, DECIR XR) = (fF, RX R-R| f 具有 一 
Brae EE, A PALA), 使 得 
(Co O) - Bal, iran EF» k=l, (3.34) 
注意 3.2)~(3.4)， 
|E. s 0) Nim tam <|H¢ vy OD [2% tammy + l, 
Viol, (3.85) 
| 2 ae, p)|<Llp|+Cy, Weal, (8-38) 
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| Hy, PIECE + lalh, 
Yiz, DER xR’, kl, (3.87) 
MT, i E DTE, A FED Re EE ER OC) 
Anso) 一 Hale, Dralo) =0, seR', (3.38) 
E 


J Dor Dlo Stk, v Viol. (8.89) 


AH, h Sobolev RA EHH, Of FE a BO, fen - aa 在 
Oa (Ba) 中 有 界 (0<a<1)。 从 而 ， 可 以 取 到 -- 致 收敛 的 子 序 
列 ,再 用 对 角 线 原理 , FY BE 
dy(2)—>0(2), KF © ATA RIE EB, (8.40) 

FA, MAEL 知 ，e(- ) (SLA, ER 
唯一 性 定理 , 得 知 整个 序列 fawf(-)}》 是 收 伍 的 。 这 样 , 便 完 成 
了 下 述 存在 性 定理 的 证 明 ， 

定理 3.2 RA, RxR > 尽 是 连续 的 。 设 (3.2 一 
BARS, ASDA, 

ab FR TBS HIB 方程 ,也 有 类 似 的 结果 。 限 于 篇 
幅 , 这 里 就 不 详 述 了 。 
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本 节 将 讨论 由 最 优 转 换 或 最 优 脉冲 控制 问题 所 导出 的 
HIB 方程 的 粘性 解 。 我 们 将 用 方程 的 唯 -的 粘性 解 来 刻画 
相应 问题 的 值 函 数 . 

首先 , 考察 无 限时 区 最 优 转换 问题 。 我 们 消 用 第 二 章 g 
中 的 记号 。 由 第 二 意 定 理 4.3 知 , HZ 

oe) WF) oy OFC) E ORR") 
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时 , 它 满 吓 

max (htwy — (Doti), f(x, d))— fz, dA), 

viis) - Mawr) =0, (2, DER'x A, (4.1) 
其 中 ， 

Mioa) = min {Cm) +E, I), 

(2, ERX A, (4.2) 

TB, eC) BHC 的 , 教 必 须 得 说 明 在 什么 意义 下 2(-) 
WEDA. SSA PRE XM, 

EXAT RBH OC) = (VIC Dy, OC) RR 
称 为 是 (4.1) 的 一 个 粘性 下 解 ， 如 果 对 任何 的 加 (所 
人 (及 )， 吧 要 对 某 个 GE (C-ot) BRA MH 达到 局 
ABBR fils Rh AT 

max {Aot (29) — (Dep (so), f(a, 2)) ~ f(a, d), 

v" (ag) — M e] <0 (4.3) 
BLICAP MARA, A.A PR MRA”, MLR 
OC) 为 (和 .1) 的 一 个 粘性 上 解 。 当 (i') 同时 是 (44.1) 的 粘性 
FM fete AE, A (4.1) PE 

SA PHAR. ERRAUTS 中 的 有 关 缚 论 。 

命题 4.2 无 限时 区 景 优 转 斤 控制 问题 的 值 函 数 (.) 是 
(4.1 的 一 个 牛 性 解 。 

证 BRoeCjEeC(R), MAK Pde A, (pe) 
在 各 处 达到 局 部 极 大 值 . 则 易 知 , 当 1>0 充分 小 时 , VAC DE 
F's 

U(E) — PEED EOY E ~ P. (4.4) 
于 是 ,由 第 一 章 定 理 4.2 知 , REE d, 


O< Fry), P) ETAT + vay E)E — 0F(29) 
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<{ fy, Bem dt + (HYD) — Cm) oe 
+ oso) (et— 1). (4.5) 
PE, FEL: FU BYIN BRL £ FES tO", 可 得 
Oa f(a, d) + Delay), fea, DYA, (4.6) 
从 而 , Ee BSS — 4 IO), 得 到 
max (Aat (v0) — (Dp ty), fo, dY- f(a, d), 
vrp — A o] (aq) } <0 (4.7) 
tk, C+) 是 (4. 了 ) 式 的 一 个 粘性 下 解 。 今 再 设 COUR), 
使 得 对 某 个 YE A, oC) — OC) 在 mm 外 达 镜 局 部 极 小 值 ， 
M >O FES AS, AEM EO E S, IRA 
vr) — Pq) Sv" (Ye, (4) — SCH, CE), (4.8) 


SBA 
otag) = M*Cuj(%9), (4.9) 
JU) A ey 
max {Avt (ate) — (Dp), f (#0, ddd — f* (ay, d), 
v9 (ae) — Mlola) 20, (4.10) 
LEERE., SE 
ao < M Eulis (4.41) 


则 直 第 二 章 定 理 4,2 ELE to > O 充分 小 , 使 得 


(00) =|" PaT), dee Hoty CD) e, 
YELO, tg] (4.12) 
因此 ,由 (4.8) 式 可 得 


o= f F Ya lE), de” TAT + W (Ya lt))e 2 — a8 (2p) 
>| PCE), Dede + (PCE) 


— Pay) eM + (e7 Lot (xy), (4.13) 
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两 边 除 以 所 FES tO", 得 到 
OF fl (ay, d) + (Deen), Fla, d)) -A (2o), (4.14) 
因此 , M5 (4. 100K. He oC) ADAR ES 
PE ie (4. DE Ete, BUT $2, 更 一 般 
地 讨论 下 述 方 程 
maxi Ao ir) — Hece, Dotlej), AAT) — M4[ 9} (a)} =0, 
(s, DER'xX A, (4.15) 
RUTELE, DIEA Uy (4 LOS PEE a, 
对 A, Rx RR 作 如 下 假设 ,存在 常数 4, BO, WR 
ERAR o Rt x 玉 -> 尼 *， 台 关于 它 的 每 个 变量 顽 单 阅 增 加 , E 
a(r, 0) =0, Yr=0, 使 得 
| te, p)— Hea, 2) <¢Ale]+Bip~ gl, 


Ve, DP, YER', de A, (4.185 
[H42, p) ~ Hy, p)i <a (jelly, le-yid+lp)>), 
Va, Y, pER', dE A, (4.17) 


不 难看 出 , 当 第 二 章 的 (4.1) ~ (4.4) RD, AA R a 
Cs -Ye ERRI EWER. IEE, A= Le B=L, 而 第 二 
章 的 地 .73 式 变 为 
A> A(r +6), (4.18) 

由 第 二 章 命 题 4.1 中 的 结论 , 仍 有 

fete) Cad + jel, veeR, dca, (4.19) 
类 似 于 §2, 引进 下 述 函 数 类 
| QAR, R= wC) E CR", R”), sup IMO coo}. 


(4.20) 
由 (4.18) 和 (4.19) 式 可 知 
oC E Rr CR, RNC a HOR’ R"), (4.21) 
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定理 4.3 设 (4.16), (LIT AHF AE(4.5), (EF. AK 
成 立 ， HOC), OCDE LU) oR", R”) 为 (及 .二 的 两 个 粘性 


REL MCO 
首先 证 明 下 述 的 引 理 。 
引 理 4.4 ito) AALi AiE RE, m 
o(a Mtie], V@, dER'x A, (4.22) 
证 HEIE., (4.22) 7 xy, 则 可 找到 e, d) ERX 
A, 使 得 
v9 (29) > Mo] ro), (4.23) 
Fa e(-) ML] AE BE LE, 知道 存在 如 >0, 使 得 
si(a Mv] tdo Yje wie (4.24) 
令 
R> max þe” (4.25) 


Jra=zy ed 
定义 
Drie) = vte) + AREE- ta’ Were R', (4.28) 
其 中 , CEOs R), 满足 
supp ec {we R", Jel}, 
| Ota El1, VaeR’, (4.27) 
€(0} =1, 0<€(a)<1, Yræ0, 
对 于 任何 je- a = do Æ 
Pn) =u (a) < RIP (ay), (4.25) 
因此 , FE m E {wE R"| |a eo] < dot, HFG O4(-) 在 mw 外 了 
到 一 个 局 部 极 大 值 ， 也 即 C) REC — to) 在 2 处 取 到 局 
MRA. HAERE, 可 得 
max {Av*{(#,) 一 H (S1, 2B DE(a,— £))), v4{2,) 
— M*[v](#)} <0, (4.29) 
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因此 , 必 有 
vta EM e] (#1), (4.30) 


但 [e to] <4s, MERGES DRT A SBE, 
现在 ,证 明定 理 和 44.3。 
定理 *.$ 的 证 明 不 妨 设 N=， 定义 
D(z, y) = v(x) — ly) =E je- yf?- allae + CY)?» 
dea, 2, yER', (4.381) 
此 处 , €,a>0, 0<1/A, HG 0(-), OC) E U RR R, 
则 易 见 ， 


Im Pa, y)=-s0, VdEA, (4.32) 
Hard) yh 
因此 ,存在 (o, 40) CR’ xR’, (845 
max pt (To Yo) = sap max PHs, y). (4.39) 
VE R” dea 
设 ooE A, 使 得 
B* (ay, Yo) = max Dr, Yo), (4.34) 
假如 有 
Dae (yo) = MPEP] (40) = min (Cno) + (do, dud}, 
(4.85) 
MFE GEA, dido, 使 得 
O* (yy) = A (yo) +k Cda, di). (4.36) 
此 时 , 必 有 
(yy) EME A] (yo), (4.37) 
事实 上 , 若 ( 盘 .97]) 武 不成立, 则 另 有 如 E A, dadi, 使 得 
B (47g) = DH y) + (a, de), (4.38) 


THE, HBA. ORR 4.38) 4 (4.38M 
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DL) = HY) + ko, dr) + Bai, de) 
> Cya) + Bs, do) EMMA} (yo), (4.80) 
这 与 引 埋 4.4 矛盾 。 因 此 , (4.37) 式 成 立 。 另 一 方面 ,有 
PoC, yo) = oha) - 和 (90 一 二 Jon 一 oo 


— ACK yPe + LYT) = VIC aq) — BC dg, di) — OU (yg) 


- = [ta yo]? — a dead? + Kyu”) 


<0" (0g) — PC) - È fry — yol? — aC Cro)” + l)e) 


= Pag, 4), (4.40) 
BUE, tH de REAA CALCE. 34) SR) 
PE Eg, Yo) = max DCS, Yo). (4.41) 


不 失 一 般 性 , 总 可 假设 hE A, 使 得 
| PH Te, aa) = Ia sup Drle, we. 


(4.42) 
Dr (uy) < Me D] (a9), 
这 里 (di, fo, Yo) 是 依赖 于 2 和 ww 的。 类 似 于 82, 可 证 
+ Io 4el?=0(), Ce+0), (4.43) 


FEA] FARA CE EL PEE AS.) 
max forca) ~ H” (mw 2 (%9— Yo) + a (ty)? ee) ， 
pt (2g) ~ Melo) (2) |<0, (4.44) 
mak foe (yy) - H“ (vo 2 (to Yo) 一 aa<ye?-*ye), 


0% (4) 一 Mha (ys) }=0, (4.45) 
ih (4.44)s4, 恒 有 
. 206 . 


面 由 (4.42901 的 第 一 式 及 4.4) 起 Ay A 
BO" (yg) = HA {yo, 2 C0 — Yo) -aoyo ys). (4.47) 
然后 ,类 似 于 §2, 可 证 得 
wT), Win, dE Rx A, (4.48) 
由 于 e+) 和 OC.) 的 地 位 是 对 称 的 ,定理 得 证 ， 
从 上 面 的 证 明 来 看 ， 关 键 是 得 到 (4.42). 而 在 得 到 它 的 
过 程 中 ,第 二 章 (4. 外 式 起 到 了 关键 的 作用 。 容 易 知道 ， 该 条 


忻 可 以 路 微 放 松 一 点 ， 即 该 条 件 可 由 下 述 的 条 件 来 代替 : 
Vidi, ay =dys, Ba 


S kde, da1) >0, (4.49) 
H Yd, d, dea, 
kid, d)<k(d, d) +#(4, d), (4.50) 
由 上 面 的 结果 ,立即 可 得 下 述 的 推论 。 


推论 4.5 设 第 二 阐 的 (4.1 一 (人 .7) 成 主 。 则 无 限时 区 
最 优 转 换 控 制 问题 的 值 通 数 2 (41) 0 fe — 89 eS 
对 于 有 限时 区 的 最 优 转换 控制 问题 ， 也 可 以 得 到 燃 似 铺 
SR. ATERA, EEATT. 
TÉ, W726 73 RRJ Re OTK oe PE a, 
WAS SS 中 的 记号 。 册 第 并 章 定理 5.4 知 , 当 相 应 
KHERA oO) E OOM, CRE PIR RR ARSE, 
min (w(t, 2) + (oli, 2, FG, 2) + PG, e), 
| Nilo], £2)— v(t, #)} =0, @, æE LV, T) xR’, 
(T, 2) = RL, TER 
(4.51) 
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ERLE 证 p, DARN, BME, oC, 9 HEC 
的。 因此 , 类似 于 关于 最 优 转 换 问题 以 及 经 典 最 优 控制 问题 ， 
WE UE 2.,:) 是 (4.51) 的 一 个 烙 性 解 ,然后 再 证 明 (4.51) 的 
HERR EE —— tE, 从 而 得 到 值 函 数 的 刻画 

首先 ,引进 下 述 的 定义 。 

定义 有 .6 连续 函数 of [0, TIX R-RHAAR 
(44.51) 的 一 个 粘性 下 解 ， 如 时 2(T, £) =h), Vee R, S 
biti eC, DEC, T] xR), REC, 0-80 D4 
(fo, mI E [0, T) xR ids] PMA, 则 有 

min {pe Cén, o) + (Polos to), F Cos to)) 

+ f’ ir, 20), NEviCo, 20) — v(to, woy =O, (4.52) 
Dhaest kM MSO HOO”, ASL L AE 
WL. mw vl-, we (4.51) 65 be FAP fe kT, 
ZA (4.51) 65 — 4S HE A 

注意 到 定 头 4.6 与 定义 1.183 A. ME, 先 证 明 
下 面 的 命题 。 

命题 4.7 有 限时 区 最 优 入 冲 控制 问题 的 值 画 数 2(',*) 
是 他 .51) 式 的 一 个 熙 性 解 。 

证 ABA WTA oC. >), 它 是 油 足 终 信条 件 
ti. Sik pC ， VECO, PT] xR"), EC, D-oC-,-) 
ERE Co, s0) € [0, T) XR TAD BRA. Wx i-ty>0 
充分 小 ， 

ota, Ty) ~ Clo, To) ZOE, Yena lED) PCE, Yena). 

(4.58) 
此 处 , Yeu?) SE BGR SEN BT FORK A LR. TE 由 
HY (5.49) 0A 
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Oxf" FNE, Yee (TUT EOC, Yera D — 2 Cty, 20) 


二 | PCE, gear + CF, Wal) -Plo 0). 
(4.54) 
两 边 除 以 i 一 如, FES ttn + 0, 得 到 
Ox f* (ta, Fo) + Pilos wo) + Cpto, T0), F(te, Lo0)). 
(4.55) 
FA, AARLE., o€-, -) 是 (4.51) 的 一 个 站 
TERIA. OBR eC, ECL, T] xR"), eC., - 
PO, +) ERA (fo, E10, Tx R' 取 到 局 部 极 小 。 则 对 
b~ty>O 充分 小 ,有 
va, 29) 一 P(g, Fo) SCE, Yin PE, Pioa, 
(4.56) 
Bodh, Yanl O TA ET GK Mp He rel AY DR eB 今 
若 有 (注意 第 二 章 (5.48) 式 ) 
(ty, 2) = No] (fo, £0), (4.57) 
则 当然 有 
min {p (to, Lo) + (Peto, To), F (bo, Xo) 
+ Fi, £a), Nv] (to, 20) ~ Ulio, Za} <0, (4.58) 
Ba 
volto, mH) <No] (to, £0), (4.59) 
则 由 第 二 章 定 理 5.3 a, FETE, T], 使 得 


(Bo =[" FAE, terest IEE + OG, rons), 


tE [to, È]. (4.60) 
AiG, Ha (4.56) Sy 
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0= | FUL, Yanl TATH OCE, Yon) — Cfo, m) 


| PUT, Ysa dr + OE, Yenal) ~ OC lo, 0), 


(4.61) 
Mm, 可 得 
OF f(y, L0) + Pello, 0) + (Palio, 20), Fito, MW). 
(4.62) 


FAW, ACS. BSR, RT OC-, 也 是 (5 的 一 个 粘 
Fk Ef. MATT, 命题 得 证 。 
现在 , 转 入 唯一 性 的 研究 。 类 似 于 前 面 的 讨论 , 2 eR TK 
一 般 的 情形 ， 
min {ott, £) + HE, £, v(t, 2)), NEDO] Ct, ») 
| -v(i w}=0, G, WE [0, TDR, 


oT, 2) =h(2), eR", 
(4.63) 


其 中 ， 
Nv], «= inf {et, m+ E) +i, OH}, 
(G, a2< [0, T] xR", (4.64) 
类 似 于 定义 4.6, Aa 4.63) REE. HTA 
& 吾 ，[0, T] xR xR OR, 假设 它 是 连续 的 ， 且 存在 常数 
LeU 以 及 单 调 增加 连续 函数 o RRt, o(0)=0, 使 得 
Hitt, w, p)-~ HG, y, 9) |<L]z—-y| 
toa(d+|p|Vieple-gi). 
wre (0, T],2, 4, p, ER’, (4.65) 
fe TRAE, Aie TETKE H, 
H(t, æ, p)=(p, FG, + PC, S), 
(G, s, pE, T] xR xR’, (4,66) 
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则 我 们 需要 比 第 二 党 $5 中 更 强 的 条 件 来 保证 (4.65) 式 。 事 
实 上 ,需要 下 述 条 件 ; 
if, a) — ft, 2)! <Lje-él, 
| | PG, 2) = HC, 2), |h@)-A@ | ofr — el), 
IG, oi, FG, 21, |b] <b, 
、 (4.67) 
这 里 的 oO) Fea (4. OB) AA eC) — W. AFIA) 
也 已 作 了 更 强 的 假设 , 这 与 (4.65) 式 无 关 , 只 是 为 了 以 后 的 方 
E, HAP TE Si 中 的 方法 ,可 以 证 明 当 他 .好 ) 式 成 立时 , 相 
ERARA OC, AP RA H 
lo, w}{<C, W(t, ee [0, T] xR, 
| (oct, 2) 一 of ê) afli- il+ le- Els (4.68) 
Vt, fe [0, T], 2, eR", 
此 处 , C>0 为 一 常数 , D, RR YP a E RR 
HH, G0) = 0。 
先 给 出 下 面 的 引 理 ， 
引 理 4.8 itol, -) 为 (4.63) 的 一 个 粘性 解 , 列 
ot, QoN[o](§, 2), YE, mE [0, T] xR, (4.69) 
证 用 芭 证 法 。 设 在 某 点 (to, so) E (0, P) xR", 使 得 


v(t, to) >N [V] to, t0). (4.70) 
则 存在 Op > 0, 使 得 
o(t, c) >N [v], 2) +05, YIi—tol+ ls- mid. 
(4.71) 


不 妨 设 tot 加 < To, BH AS, TMB) Ecd, T] xR"), 
使 得 


-2ZTi 。 


E(t, m) =1, 
| Uge, a) <1, Vit, mE (0, T] xR, (4, ©) Cio, Bo, 
Z, s) =0, YG, ce (0,27 xR’, li to] + Je- si de, 
(4.72) 
FS 
ject, e)la (4.73) 


max 
| 一 上 二 外 一 上 < 
定义 
Dt, s} = vt, æ) + 2REC, £), 
G, a) € [0, T] xR*, (4.74) 
Way ep G, BE LO, T] xR’, 满足 jt- ty! + |£- æ] = Öz, 
PA 
Pi, wut, o)< Rv(to, oy) + 2Hh= Pty, oy), 


(4.75) 
A, FY RREI C, er), 满足 [f tol + |t- wal da, 使 得 
Dii, g= max v(t, 2), (4.76) 
lintel tha~aell 
册 铬 性 解 的 定义 
min {2R (t, 0) + Hh, ti, 2RE,Ct,, £1)), 
N Uos, %1) — 0h, %1)} 20, (4.77) 
因此 ， 
wh, BSN [o] Cf 21), (4.78) 


RASATDAFE, HA lh tl + lr- vol <oo. MATIRE 
《4.69) 式 。 
引 理 和 .8 的 证 虹 韭 常 相 似 于 引 理 4 和.4 的 证 朋 。 下 面 将 投 
SA AE BAe #2 (4 . 63 AERA HE — PE ge 
EEES (46D) A, HAE H (5.138) ~(6.16) KÈ 
>. HACE CUR), ito) 和 全 :为 两 个 一 致 连续 一 将 
+212. 


ARBDA, MAT eC) = BC+), 
SE BAA EEL, SEU RAP RR, 
5DE 4.10 AA—-SAARRCORAT 全 ) 的 一 臻 连续 
性 ) o>0, RARE 
ad, 2) = NOC, 2) = PE, 2+ 6410, 6, (4.79) 
Kom tH 
O(s,y)<N[Ol(s,y¥), ty-v-€], i-s <0, 


(4.80) 
证 设 (4.79) 式 成 立 。 风 有 


OC, or E+E) +t, £)- Ot, E+E) = Ob, erre) 
AICE E) + I(t, E) O04, welt, E +4, 2) - Ht, 6 +2), 


(4.81) 
HT C+, O EBA ED, i 


A, NOG, oD, w) a E, 0), (4.82) 
w, NCC, 3) 也 是 一 至 有 界 的 。 从 而 ， 由 第 二 章 必 .16) 式 
Al, 存在 常数 7>0 (不 依赖 于 (加 ©) E [0, T] R"), HR 
N], n= ce nt LOU, e+é&@)+id, 24, 
Vd, «Ee [0, TI xR, (4,83) 
因此 ,由 第 二 章 丰 .13) 式 和 (4.79) 式 语 
NAG, e+ €)— OC, m+E) 


= inf [0(¢, 74646) +i, EJ- 60, 2) +t, E) 


EHC 
= inf (it, 4) +I, E-i, E+ 
Fee tier 
(act, E) +46) — it, £+6)] Sl>0, 
(4.84) 


inf 
tee 


5A, Ë 
[WA], +E) NGG, y)} 
< dt, e+ &)-~O8G¢, 4], (4.85) 


- 213. 


BE, WPA OB EER MARE 
常数 9>0, 使 得 7 
NANS, y)- 803, > go 
Vit-s|, jv+E-yj<o, (4.86) 
这 就 证 得 了 ( 生 .80) 式 。 
Ti 来 证 明定 理 4.9, 
定理 4.9 的 证 明 AMER. 若 
sup [v(t, ©) - 0(f-2)] >0, (4.87) 
[f-T). TT] XR” 
ABE Tc T, W Tico, 此 处 的 5 即 为 引 理 4.10 中 给 出 
Ho, MEFE aE R", 使 得 
sup Lot, #) — a(t, @)] >0, (4.88) 
Ot, D< NEIG, 2), VE, DEPT), (4.89) 
Ola) = Ki, ECT- Ta, T) XR'| |e- zol 


<LG-T+Ty)}, (4.90) 
事实 上 , 总 可 找到 BER, 使 得 
Sup, CeCe, Fa) ~ OCF, Bo)1>0. (4.91) 


若 取 此 高 为 vy 使 得 (4.88). (4,89) 式 成 立 ， 则 己 完 成 证 明 。 
否则 ,不 妨 恨 设 对 基 个 加 E {了 T 了 -了 0, T), EEK, 
B(to, Zo) = NESI (ty, Bo} = Ola, Zo + So) + tlto, E0), 


(4.92) 
WHERE 4.1.0 知 ， 


BE, m)< NO], 2), Vit-tl, |e—%o~-Eai<e, 


(4.93) 
总 可 选取 Ty 充分 小 , 此 时 ,将 有 
OB +ENCIG, EIT To, T] x R*| ji- tl, 
ja — fo- yj <0}, (4.94) 
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T, WHR to = Gy + Sq. 而 此 时 ， 

vty, Z0) 一 lto, £0) = Vla, Eo +E) — Cto, Zo + So) 

= vty, Fy + Eg) 一 Olo, Fo) + Io, Eo) 

=N [v] (to, Bo) — OCta, Fe) 

v(to, Tu) — (to, Bq) 
因此 , (4.88) 式 成 立 。 从 而 得 知 ， te ERY, 使 得 a. 88), 
(4.89). AAE. 4 AG UE RB, By eT C4. 388) 将 导致 
了 矛盾 。 因 此, 得 到 . 

ofi, Hit, w), Vd, ŒE [0 T]x R, 

BERR oC 和 AC) 的 地 位 , EA E EME. 

证 明 的 关键 是 找到 Om), EARS E, PR eC, +) 
不 接触 脉冲 障碍 NCC). AI T GA A 82 P iy BE BA ot 
AB) OC), AE AKARE SEM RBA 
VA BR JER AE BR PB Bie CO, 0 RPP CE. ak MRR HT HE HR Bl 
CO) BIW AA, REPRE T E ¢.3 证 明 的 
后 半 部 分 以 及 定理 2.4 的 证 硼 各 行将 证 明 补 上 。 . 

推论 4.14 Gk (4.67) Ajo —# (5.15) ~(5.18) AH, 
2, MA PRG BRM oP eH oy te eae (+, +) (4. BLD 
—H)-KER-AAR HRS, 

证 “由 (4.67) 式 及 第 二 章 (8.13) 一 (5.16) 式 知 (4.68) 式 
mY. AAW ew 4.9, 得 到 推论 4.11 的 结论 ， 


§5 混合 控制 问题 与 具有 转换 
策略 微分 对 策 问题 
本 节 讨 论 的 内 容 有 ;混合 控制 问题 以 及 具有 转换 策略 的 
微分 对 策 问题 中 的 粘 竹 解 理论 。 
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AES CR A EEA. Hee Pe a A 
SR iE a, HAE 86 PRATER AL, 34 A 
v= WE OM) EC A, CHE PRE, 

max {Av%(a) 一 Hts, Dotie), ver) ~ Maga), 
ee - Net} (@)} =0, 


- (#, d)ER"x A, (5.1) 
其 中 ， 
Ha, g) =inf iCp, f(s, u, d)) + Pæ, w, D. 

Yiz, pp @ER'x Rx A, (5.2) 

Mlola) = min {vi(w) + HG, 23}, 

[r 

(@, D E R"x A, (5.3) 

N [v4] (w) = inf wfs tE) + CE) 


由 于 vi- .) KF Ct 的 ， Hiit, 需要 引入 下 面 的 定义 。 

SMG HR we JER, R”) ARS.) 
EETA, to KIHEI de A, (ECR), REwt(.)- 
SCD ARK GER palak, WI 

max {hw*(29) 一 Hle, Dy(ag)), wig) m ME (29), 

w Ca) N [we] (aq)} <0, (5.5) 
类似 地 定义 粘性 上 解 ,即将 上 面 定义 中 杷 大 政 为 极 小 而 (3.6) 
APE <O" zk Ae Oe w+) 同时 为 (6.1) 的 在 性 下 解 和 持 
LERH, ikw) ADB OA, 

利用 最 优 性 原理 (第 二 章 定 理 6,3), 可 以 证 时 下 述 命题 

命题 .2 Mw eC) = OD, CAGA) 
一 个 车 性 解 。 

我 们 将 该 谷 题 的 证 明 留 给 有 兴趣 的 读者 , 下 面 的 目标 
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是 给 出 6. 了 的 粘性 解 的 唯一 性 定理 。 先 给 出 下 面前 表 理 , E 
很 类 似 于 引 理 4.4。 

引 理 5.3 HOC) = CG), C) AGL) H—F 
FETE AR, BY 

(a) amin {M o], Nv (CE), 
Vz, DERA, (6.8) 

Fur BAG S| AA ELE, te ER, 
前 面 几 节 相同 ， 在 证 明 (5.,1) 的 粘性 解 的 唯一 性 时 ， 并 不 项 
要 将 函数 EO, -) PBR (5.2) 式 的 形式 。 对 Ht, Rx 
R'—R (PMT BE: 存在 常数 工 >0, velo, D, URERA 
数 on R—R*, a,,R* xR+->R+, o, Mim, ©,(0) =0, 
ms 关于 其 每 个 变量 单调 增加 ,2;C7, 0) =0, vr=0, 使 得 

| H*(2, p)- He(w, a) (SLO + lejp- al, 


Yr, p, gER*, (5.7) 
| H*(2, p) 一 Bel, plo eh ie-¥) 
+ea(lalVi9ei), [e-v)), Vey, PpER", (5.8) 


当 第 二 章 台 中 的 假设 (让 成 立时 , BAR ABE LS (5.7) 
6.8) 式 成 立 ， 故 必须 进一步 假设 (比较 第 二 意 (6.3) 式 )。 
Ff, u, DEL + Ela”, 
V(a,u, dE R*x Ux A, (5.99 
MF Be, AX AR ft, k->R*, 除了 第 二 章 96 PKB 
HG. O~ G.D Hah EMIT Bike Tk BGS, D> 
使 得 


II 人 eo. 10 


a KES 
E 
max Kd, 2) <Iy= int IE, (5.11) 
avd fet 


eZlit« 


Hehe (5.11) ye TE A ER RE 
在 唯一 性 定理 中 将 起 关键 作用 。 
SBE FP wm eek, 
UCR, R") = {v RR" vC) EEE, 
(5.15) 
G(R", R”) 
-te }EUCCR', R")| sup 卫生 < 


maer» L+f2—-2]* 
(5.13) 


ERS, 当 第 二 章 (6.4) 式 中 的 dcu IN, AA 
vC) E Q.R", R”), (5.14) 
比较 名 中 引入 的 西数 类 Qn(R" 与 上 述 的 gR, R, & 


郧 ;此 处 的 A(R", RY 对 通 数 的 要 求 较 高 。 值 得 注意 的 是 ， 
4 ol) «UO(R", Rm) H 


zeka PES aia (5.15) 
时 ,未 必 有 
Oe CORLI 
RAT [a= aye SO (5.16) 


MAR, (5.16) 式 可 以 导致 (5.15) 式 。 现 在 ,我 们 来 叙述 下 面 的 
HEPER, 

E.A 7£(5.7).(5.8), (5.10, GIDRAE A 
86 PATH fo lL HMR CRF (6.6E)~(6.9) ARMA, ik 
e+), AC €Q, (RY RY) 4 (5.1) Ae PIM, eC) = 
a), 

AF oC), 06) EQ, CR, Re), 故 存 在 连续 单调 增加 函 
Ho, R*+R*, a(0) =0, 以 及 常数 >0, 使 得 
12185 


[ve -eCa TEC - 0(2) | <o(|2~ 8) 


<C,(1+[#-4]*), Ye, fen", (5.17) 
然后 ; 记 0, n>O0, 满足 
hmag k(d, d) ~ o(0) >t, (5.18) 
我 们 有 下 述 的 引 理 ， 


SI 5.5 设 (ds, Ei, yt yCAXKXR, BX 
By) = Oy ED AKED, Otc, (5.19) 


ny él, O<e<j, | (5,20) 
HAERE >O, CRAFT, m, u, IC), C fon, RE 
jð, (5,21) 


证 由 假设 条 件 , 有 (注意 引 理 5.3) 
dy) = ey + ED EED 
+ Er) ~ Fd, a) + HED 
(Ye) 一 9(o) - max k(d, T) +l 
BBO (Ye) FPR 
Oi (yp) FE Voisi, (5.22) 
不 失 一 般 性 ,可 设 _ 
dp=th, tj/m, (5.23) 
则 有 l . 
8% (yg) We) + jm, (5.24) 
另 一 方面 ,由 (5.147) 式 知 
HED = Hy) = OY +E) <C 1 + JE), 


O<i<j, (5.25) 
因而 ,出 45.10)? 式 知 , 可 找到 常数 Ca >O, 使 得 


IEC, OFZ, (5. 26) 
FH (5. 20) 3k, 可 得 
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tyr — yo < Ie yl F409), (8.9) 
从 而, 6.24) S08 Ys 


A TEP (ato) ~ 9 (ye) SOL + ly ve 1) 
<COL + [jot Cx)". (5.28) 
由 于 &<1, EA C>O FE, HBO. DRAR. 
定理 5.4 的 证 明 He,cc (0,1). ER 
Dæ, y) = v4(@) — Mly) ~ Lei? -alka + (9), 
æ, YE R", dE A, (5.28) 
Weak, <) = (1+ fof?) 。 注 意 到 (5.15) ext o(-) Fa OC-) 
HRZ, 故 存在 Cre, y) ER”, HMIE+ de A, 
Di (xy, Yo) = max Pa, Ya) = sup max P(e, ¥), 
(5.30) 
类 似 于 定理 4.8 的 证 明 ( 见 (4.42) 式 ), TR 
(yy) <M”) Co). (5.31) 
今 假设 
Dar {a0) = NTO) Cy) = inf Ló Ca +8) +E], (5.82) 
由 于 ICEQ, R), HG.15) Ra, MATE G IOF 
A, FEC (此 处 的 CG; 可 以 与 引 理 5.5 证 明 中 的 Co 相 
同 ), 使 得 对 某 个 
. EEK, Jills (5.38) 
有 
| B (yo) = A Cya + Ey} + UE), (5.34) 
于 是 ,由 引 理 5.3, 有 
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Dt (05 + Eo, Yo + Eq) = 0 (Ge + Sq) — Pe Ca + Ea) 


- l | to yh- a Kare + Eo) + Kye + E07) 


= ot (wot Ea) + IED — (40) ~ E leo- ah? 


— al (09> + (yar) — a Cg + Eo — <a> 
+ Cif t+ Egy — ufo) =N Cot] (a) — Hr (yg) 


一 4 leo- Yo]? — Céad + <a>) — 2a| Eq] 
pe (wa, Yo) — 2202。 


(5.35) 


FES cR” [0, 1 为 一 个 0! BR, ERA TEER: 


£0, 0) =1, €@, yp <1, V@, DWF, 0), 


tw, y =0, Vial? + jy o, 
2 
| DE} Ge 


这 样 的 函数 的 存在 性 是 显而易见 的 。 然 后 , 置 
Eilr, Y) = ECE- ro~ Sa, Y—Yo— 40), 
Via, WE RY. 
Wie, y) =P*(a, y) + Cabla, y), 
Via, y, OE Rx R'x A, 
则 对 任何 Jel? + lyi at, 

Wile, y) = PBs, y) abee, Yo) 
=D" (ry + Eg, Yo + Gy) + 2028 
= Wit Ceg + Ën, Yo + En} 
<max Wi Ge + éo, uo + Fo), 


因此 ,存在 
(41, Y1) E Ory t Ga, Yo + Eo) 


(5.36) 


(5.87) 


(5.38) 


(5.38) 


Ee 


= {(@, DER +E ef? + Jyt goei coy 
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ERR IE EC A, 
WT (a, Y= max WSC, WW) = Bap mx Waa, wy). 
(5.40) 
仍 不 妨 设 
b(n) < MPLA, (5.41) 
再 设 
8° (y,) = NEAN] Cy) = inf (f(y, +E) +1(E)}, (6.42) 
Fe, 仍 可 找到 
EEk, Jäla, (5.43) 
使 得 
dr (1) = Ily + Er) 十 BE。 (5.44) 
热 后 ,由 引 理 6.8, (CERF (5.8350, A 
wie + Ši, Yi t+ 41) = oP (a, + Ey) - OH (4, +Å) 
~ Í je- è- alet ED + tE) 
+ 20,00, (t, — ta — En, ti — Yo — Ga) 
Ww, Yi》 一 Cs 一 Crab (E1, YO 
DWE, Y) — PCa, (5.45 
HE, HEX YC, OiT: 
Wile, y) = Wile, y) + Cali (2, y), 
Vie,y, HE Rx R"x A, (5.46) 
其 中 ， 
En{a, 4) = f(a — Tı -&,, Yt EJ 3 
Viz, WE R*x R*, (5.47) 
AURA AE, DESE 5.5, 可 得 ICC, 使 得 对 某 zy 
ysER*, GEA, H 
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, Cys) amin (ME (yy, VCO] Cy}, 
PY CEs, ys) = Sup max WG (x, y), 
ai 
$ 
Wi(a, y) = Dr, y) + Cra © 26i (e, y), 4, ye R’, de A, 


ita, Y) = Efe- w Ei, YE lt 
(5.48) 
用 w50, 0) LFY s, ys) 3 aj W, 


a(i) + Y) <0 es) ~ y) -二 joy 一 op 
+ Ona} 25— 0 (0) + 0% (0) + 2a 


- CaS CO, 0) C2 + Jasle + iya Č. 
(5.49) 
Hit, CR — ARBOR e 和 a 的 常数 。 由 于 &&<1, 立即 可 
得 Ra >O, 使 得 
fort, jl Ro, Ve, a>0, (5.50) 


必须 指出 ，s: 和 ws EKETE 8 和 < 的 选取 的 ， 司 .50) 
TA EBA, os A ys 的 范 数 上 界 可 以 不 依赖 于 上 >0。 再 出 

QUES Caos, Ue) WG (aes, T + OSs, Uy 
可 得 


2 {ves) -0 — Eles- yit- ace + dus?) 
+ O03) 2, (as, Y1) tot (en — (æ) ~ Dados) 
+ Cpa SBE (ars, 25) + otya) = Pys) — Zaty) 

+ CaS 2'2iCys, VI), 
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从 而 
Lis,- yj s g E- etln) +a) lys) 
+ Ox 2 (21, 9) Joder y +s, (5-51) 


其 中 , O 为 一 个 绝对 常数 (不 依赖 于 Aa), PRIS, RATS 
和 $4, 利用 粘性 解 的 定义 ,有 


mazure- He (as, 2 (FY) +a 


sy 
~ Cod} 2D.Es(2, ¥s)), (as) — MHE), 


otm) — N [0t] (a) }<o, (5.52) 


max fanny 一 He(y,, 2 (wy- ys) —& oy 
+ Cra 2D, Er, > ¥s) ) dy) — MYLO} (ys), 
duy) — NLA” (ys) }>0, (5.53) 


因此 , 利用 (5.48) 式 中 的 第 一 式 及 (5.52)，(5.53) 式 ， 可 以 立 
即 得 到 下 述 两 不 等 式 ， 


TIERES- Icy -y +a. < 
一 Cre Ds 2'DLl es, v9), 
AIE Cya) o> HY (vn = (a) - y-a any 
i + Cu 2D Eker, y). 


FE Ha (5.7), (5.8) 
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ACON (25) — OY (Cy) ) a1 (2 jer- ys] + Ga} [Ee — YA I) 
+ (Rag JEZ -yi taL{2 + Jest? + lvl Yd, 
ish, C 汶 绝 对 常数 。 由 (人 5. 于) 式 知 ， 
Lim i |e ~ yl? <a, (5.35) 
而 由 G6.50) 式 知 , 可 设 当 e 一 0 时 ， 
(a4, ¥ = Gaile, a), ysl, a) )-> (a, a*) , 人 >， 
(5.56) 
Mi (5-54) hp, > e-0, 可 得 
Lv (a) - Ope) << 2a (1 + far jY) + (208) 
(5.57) 
HH AREORA, AHER eR”, 
vt (a) — 04 (e) aalay + Taw) - oTa) + Ga Pater) 


x<a[2in> +0] - 2al (zt) 一 CL + jz m] 


+t oa). (5.58) 
HY y<l, RECS. 53) KRHA a0, 得 到 
vte), Viz, DER x A, (5.59) 


HiT vC-) 和 AC AUGER, MEI oC-) = 2C-), 

利用 上 述 定理 ， 可 以 容易 地 得 到 下 面 的 关于 无 限时 区 具 
有 连续 实施 、 转 换 与 脉冲 控制 的 混合 最 优 控 制导 和 通 数 的 肇 
mi, 

推论 5.6 gog (6.2) ~ (6.10) AUR (5.9) ~ 
G.IDARS, H sa, Bag OST RH of) £61) 
式 前 唯一 的 粘性 解 。 

ERER, 4 f(e, u, d 是 有 界 时 ， 不 需要 条 件 6<4， 
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EAB Ce (0, 17, pz<I。 因 为 类 似 于 第 二 章 杂 中 的 命 置 
7.2, EH, A 
aC) €@,(R*, R, 
Bjk 24 AWA ER, 问题 OST 变 为 仅 有 连续 实施 和 脉冲 
控制 的 混合 最 优 控制 问题 。 再 进一步 ,车 上 0 也 为 单 点 集 , 则 问 
题 化 为 无 限时 区 的 最 优 脉冲 控制 问题 。 弛 时 ， 在 适当 的 条 件 
下 ， 皮 可 得 到 无 限时 区 最 优 脉 秆 控制 问题 值 函 数 的 刻画 。 在 
此 ,不 详细 叙述 和 证 明 有 关 的 结论 了 ， 
现在 ， 研 究 无 限时 区 上 具有 转换 锯 略 的 二 大 零 和 微分 对 
策 的 值 函 数 大 在 性 问题 。 由 第 二 章 好 A, HER TF (Bw 
VOI AON, CHA 
min {max (AW? (a) — Hor (2, Wer), We) 
—Mo-(W]@)), W(x) — Ma [W] (@)} =0, 
(@,b,x2)GCAxBx X, 
max {min (AW? (2) 一 He? (a, Wer ), Wo™ (e) 
~Ma [W], W*(x) — M*?[W] (@)} =0, 
(a,b, DQ CAXBXX, 
(5.60) 
其 中 ， 
Mew] = min (Wete) h(a, 5), 
Ma [W] @) = max (Wei E, 5), (6.61) 


Yia, b,H)E€AxBxd, 
HH (2, p) = f(a, a, b) + ip, Fe, a, D), 
Yia, br, peEAXMBxX“d, (5.62) 
2 payee UCO E G 时 , 它 也 同 群 满足 人 .60) 。 AT 
Z, ERTER RDE OW, BORO TORE 
+226. 


llr =| 


PRS. 

定义 5.7 dae W(-) c BUC(X,R™) = (Wi), X> 
RW.) 是 一 臻 有 界 具 一 致 和 连续 的 } 种 为 是 (5.60) 的 一 个 
粘性 解 ,如 果 对 任何 吕 Bae e(-), RW) - OC) AK 
ee X Ks] AHS KR), 则 

min {max (MW? (a9) ~ HY? (ay, Palen), Wowo) 

~ MHW] iro}, Wo (e — Mo TW] (@0}} <0 ( 0), 

max {min AW et (rn — He? (ay, pe(au)), We? (29) 

-Ma nl[W] CE), WE (a) — MEW] (ay) } <O(20), 

(5.68) 

利用 第 二 章 定理 了 7.4, 不 难 证 明 下 述 结 果 ， 

命题 5.8 AY 8 HARRIE TF LF he 
UEV) A (5.60) eS, 

为 建立 方程 后 .60) FRE PERE — PEE, FETE 
引 理 。 

引 理 5.9 Wl) 为 个 .60) 的 一 个 车 性 解 , 则 

M al W 人) <We? (a) <M W]e), 


Wa, b, eg) €CAX Bx X, (5,64) 
证 先 证 
Mas WI 人) <We?(@), 
Via, b, DEAXBx X, (5.65) 
HERES, 假设 存在 (a, b, mE AKEXKA, HR 


Mas WiC) >W9? (a0), (5.66) 
由 所 涉及 的 孙 数 的 连续 性 , 易 知 , 存在 高 >0, 使 得 
Maal WI >We(a), Yie- edn (8.67) 
今 设 
R> max Wew (5.68) 


frerao 
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定义 
D(a) =W?(e)-2RE(@—-m), sE, (5.89) 
Hh, EC EC RY WEA 2DE. WET Je- rel= de 
有 
P(e) = W(x) > ~ RD), (5.70) 
EE, Er E (WER [|e ecd, POC) Ho Ak 
达到 局 部 极 小 入 ， 即 eWt (we) — 2RE(a— to) 在 zi 处 达到 
局 部 极 小 。 因 此 , h AER se 
min {max {AW ? (e) 一 Hw, 2R6, (7 t, 
WE (m) — Mor(W] (ad), Wee es) 
~ Masel W] (es) } 229, (5.71) 
出 此 可 知 ， 
Wea) MW (a), (5.72) 
这 与 (5.67) 式 了 矛盾 , BADE (8.65) 0, fa, 利用 (5.60) 中 第 
二 个 方程 可 证 (5.6 力 式 的 另 一 半 . 
该 引 理 很 像 引 理 4.4, 4.8 5.3, AEH 5.60 HE 
韵 唯一 性 , 还 需要 作 一 个 假说; 对 任何 有 限 序列 
ACIP bD HacAxB, 
TE Gna =O, bsa =b, BR 
Ska, an) - El, bias) 0, (5.73) 
现在 ,叙述 并 证 朋 下 述 的 唯一 性 定理 ，。 
定理 5.10 RPE ST PREY RA, 再 设 (6.73) 式 
moe, RB. 60) 的 车 性 解 是 唯一 的 。 
证 RWC) MPC) 为 (5， GD) 的 两 个 烙 性 解 . 令 
Ksup [W (2)), sup} ol. (5.74) 
Are) X+(0, 1],0,X x X+[0, 13, HC RH, 它们 分 
.228 ， 


SUR AL Fae 
FO) =1, r@<1, Vvexd, 
| rr) =0, Yiejzl, [Dr lOC,， Vee X, 
[ze O=1, oœ, y <l, V@, #0, 0), 


(5.75) 


a(@,y)=O0, Wiel? + yl:1, (5.763 
[Do], Dje. 
对 任何 。>0, HG) =r), MARL 
PP? ao, y) = Werte) Wei) + BRT, Ey), 
Wie, b, 2, p EAXEËXAXX, (5.77) 
Bil, O(a, Y EII PRA, A, AK tos 
woe X, 使 得 
sup max B*-> (x, y) <max O° (tq, Yo) te, (5.78) 


tF oh 
然后 ;定义 

Were, y) = OF Ca, y) + 2e0 (m ~ a, ¥- Yo) y 

Wia, b, 2, yEAxBx XxX, (5.79) 

mM e- ej? + ly- yn =t 时 ， 

max Weie, y) = max D=? (x, y) 

ad ad 

max D(a, yg) te<max PH? (xy, Y, (6.80) 

Ge aad 


Flt, 可 应 我 到 (o, 90) 满足 jeo 40]? Jy- Dor? <1 UR 
(t, b) EAXxB, 使 得 


Ww (ea, Oy) =supmaxW rer, gy), (8.8L) 
Të gb 
{EGR STE Cay, b, 2, Go) 有 
W (85) — Mo, (WI (Gs) >0, (6.82) 
[Vents (Bq) 一 Mh [F] E Z 0, (6 33) 


Hy (5.81) A, 函数 
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rao Ce) — Pe (Oy) — Br, (ay ~ Oe) 
- 2ea(@- ry, y= 0)} 
在 名 处 达到 局 部 极 大 , 因此 ， 
min {max {AW erig) — Ham (ĉo, - 38K Dr, (2, — pa) 
~ 2eD,0 (25-2, Ho — Yoh, Wert (By) 
MDW), Wy) ~ Main, LW (2)} <0, 
(5.84) 
而 函数 . 
PWY) — {We (by) + 8K x, (By) — y) 
+ 220 (2y — a, y ~ ¥q)} 
É f 达到 局 部 极 小 , 因此 ， 
minimax (Alvar (90) — 1£° (9), - 3K Dr, (2)— Pa) 
+ 2eD,o(@- mo, 9-4), Pp) 
— MT) Ge)>, We (Gy) -Monnl PIO) 20, 


(5.85) 
FA (5. 82) f (5.83) st 4 
AW (80) — Ho" (ay, — 3K Dr, (80 ~ Mo) 
— 22D, o (By to, Ya — YD) <0, (5.86) 


MY" (00) ~ Haih, 3K Dr, a-h) 
+ 2eD,a(2)~-%, fo- 1)) 0, 
从 而 ,得 到 
MW (8) — Worm (00)) < f° (By, a, By) 
— f° (Go, m, b) ~ 3K (Dr. (Bo — 90), PACAP Gi, 5;) 
— Fo, %, b)) +2e[ (D0 (ho — 2, $y ~ yo) ; 
Fo, ts, bd) + (Dya 29, Do — #0), Fo, a1, 81))] 
<Ljt- p] +3KL0 li -Ml ; 401e, (5.87) 
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此 处 ,必须 注意 "(8) rh Z), arns, AH 
Lif, PIJE (o, go) 是 依赖 于 >0 的 。 TED 


]@- faj =o(e), CeO), (5.88) 
事实 上 上 , BHAGH 2e< B) 
la- 9 <e, (5.89) 


假若 不 然 ， 则 由 人.81) 式 知 ( 注 意 supp 7c {z6 X | |z]<¢}) 
Wart (Ro, Yo) = WI (aq) — (Gy) 
+ Zeo CT fu — SW (By) 一 Wer (4) 
+ Wer (4) — WO (Oy) + 2e + 3K, (0) -3K 
<b6(@ A) 42e~-K<worrcgy, 2), (5.90) 
x49 (6. 8D RFR, Ak, (5-89, Bw, H (5.81) 
KHA 
wer (By, Ba) = Wet (a) 3 区 
+ Zea (2) — a, By — yy) 2, Oy) = Wy) 
— Wer (9) + Er, (Ro — Do) +220 (By — wos Yo-Yo)» 


即 有 
3K[1- "| < Wer (0) ~ We (的 ) + 2e0—>0, 
(e+0), (5.91) 
Bh, wrt) 的 定义 知 ， 
Hml- Pl 20, (5.92) 


只 而 (5.88) 式 成 立 。 因 此 ,对 任何 (4, 6b, Ee AXBKX, H 
(5.81), (5.87) 及 (5.88) 式 知 ， 
Wo (an) — Wo? (a) Wola, a) -BK wera, 0) ~ 8K 
EW) — V2 (Q,) + BK [rele Oo) — 1] + Be 


-231. 


<i fr l- 90] +3KLC 12- oll g 40Le} 
5 | 


+35 [r (25-9) —1] + 2c, 
故 知 ， . 
Wom) <oW4?(e), Va, b, DEAXBKX, (5,98) 
AB a (5.82) ,5.83) 式 不 成 立 , WR 
Wee (A = M annl W] (4) 


= max {W/( 2) —t(b,, Bd, (5.94) 
再 不 妨 疫 be Bh), 使 得 
Wri) = WEA) - 161, bda (5.95) 
利用 第 二 章 条 件 (7 .7) ， 易 证 
We" (85) > Mm LT] (20). (5.98) 
假 没 此 时 有 
Worm (gh) < M(H] (91), (8.97) 
刚直 


Warm (25) — Wee (Gy) = Wo (Bg) +1 (br, ba) 
_ W tit ($9) Wi (2) 一 Moon] (Ho) 


> Wot) Wg) | (5.98) 
可 得 
Wr Es, Oy) PO (By, Oy) 二 Bup max W(x, y), 
eee ab (5 99) 


JAN, FL (5.98) ACS. DARRAR A 

Wom (9) = WH) — 100, 62), (65.100) 
FA (a1, 82) 代 将 前 面 的 (a1, 61) BE (5.93), 45.97) 
SUR Bae, ANTE asE A, gt, 使 笠 

orm) = WW H) + (dy, Ga) (5.101) 
MERER. 
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fra c) < MCV] Oy), (5.102) 

WSS (5.93) ~ (5.100), Hf Al 
ends (Fy), $y) = sup max Weis, y), (5.103) 

Par ab 


parda (o) = Went (2) + KRC, a2), (5.104) 
SAA 
We (2)) > Mn LF] (2a) » (5.105) 
ASE (az, 62) AFE (a1, OD 来 证 明 (5.93) 式 。 否则 ， 继 续 上 
MI, FPL REA EA FER E, WO aT Le PRB RE y 
das, Ob cor, WEIR (5.95), (5.104), L (6.100), (5.101) 
xf) 
Wer (2) = Wer (8) — Ebi, ba) 
= Wm) + EO, dg) —1(8,, bo) 
= Wan (8) — Eda, bo) + lai, ga) ~ tb, bo) 
= (5.108) 
HP Ax BRA, PELE jamn, 使 得 
B41 = Gy Oj = 04, 


SATO, H (5. 106) af ny 7} 
E Alan orD -BE 614.) =0, (5.107) 


这 与 假设 (6.73) 2) AR. We ET a 
步 。 设 对 应 的 指标 为 (6, D), MAT, D 代替 C OD, E 
终 可 得 到 (6.93) 式 。 由 于 把 (-) MWC) 地 位 是 对 称 的 ， 得 
到 
- WO =F). 
FU ERENT Mr 8, T RETRED, 
定理 5.11 设 第 二 境 弛 中 (GHD ~(G3) Rs, AROG.7D 
AM DARE EMAL MPH ERA EM. 
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TARY SAC AD LL, SS ORE BR RAS 
在 , 需要 所 谓 的 Tsaaes 茶 件 ( 见 推论 2.7)。 而 对 现在 的 二 人 人 
零 和 微分 对 策 闻 题 ,没有 假设 Isaacs 条 件 ,而 作 了 假设 (5.78) 
式 。 该 条 忻 所 表明 的 是 两 个 博 亦 者 之 间 的 其 种 非 平等 性 。 

TH, Bees a TE EC, DAC, O 
FER. 直观 上 可 以 想象 相应 问题 的 极限 应 与 经 典 的 
二 人 零 和 微分 对 策 有 密切 关系 .为 了 讨论 这 个 问题 ， 设 
haley Dy LC, Db 为 … 族 转换 花费 函数 。 当 e0 I, 

kala, A 0, h (d, 0)—0 
对 应 于 每 对 各 (， O R GCs), 研究 相应 的 其 转换 策略 的 
SAAD. TC) RD TE TT OL 
MRL THE g. Wee 87 的 铺 果 知 ,Ye>0， 


ewl, Ujk, 
Yia, b, 2) EAxBXX, (5.108) 
PORON ORLO. er jz- 4», 
Via, DEAXB, s, 26 X, Vgc minis, ML. 
(5.109) 


内 此 ， {Fa )} 0 利 {UP )} sp A RER, 等 度 连续 
fy. pH Arzela-Ascoli 定理 ,可 以 找到 子 序 列 ,使 得 
| Vera) Peta), 
U2? (2) mm OCT CS) ， 
基于 zx 在 任何 有 界 集 上 一 臻 收效。 现在 考察 极限 OO) 和 
foo.) 的 性 质 。 记 
IT*(@, p) =min max (Cp, f(x, a, b)> + fiw, a, 的 》， 
| 下- (Ge p) =max min {Cp, fle, a, 8) + fm, a, Dh, 


V(a, b)E AxB, (5.110) 
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(@, pEexXx xX, (6.111) 
定理 5.12 tae VO.) 具有 下 未 性 质 ， 
PrP Bihi vo), 使 得 
Peite) =v), V(a,b,n)E€AxBxX, (5.112) 
2° 还 数 20) APEFEOHE THM, 
Avi) 一 At (2, Dow) =0, zEX, (5,113) 
3” Gs vl) 是 下 述 方 程 的 粘性 上 解 ， 
Au(a) — H (a, Dr(a) =0, wed, (5.114) 
证 1” 出 于 
Ma,olV a] (O Ve) Me TF] E), 
BRO MLO, BITC) ERRAT (a, D Ee AXB 
的 , 所 以 得 到 1 ah, ERAT Mas 和 Me? AR it 
Few, 
2° WEP ECX), Bve(-)-9C) Eme xX ih 
TAB BRA, Or, X —[0, 1] HOU BE 
rity al, ræ) <l, Verse, (5.115) 
WOE HU E AY O>O, oC) -ipt Or(-)] 在 ww 处 达到 
PRS AY Ja) RACH, TÆ, HE EA, 由 于 
lim maxFsato)y = v(2), (5.116) 


s=] DER 
KF cA RRE B, KITEE tereo, 使 得 


max VS? (w4) — P(E.) -ÖT (T) 
BER 


>max Ve?(r) — g(s) -—dr(a), (5.117) 
be 
AB s WARE Ce Gi Oe B, 便 得 
VeMecr,) = max ete), (5.118) 
Dek 


PE bE BY by, ECs, 8) >0, Be GO. 118) RAI 
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Vo (a) > Masog [Ve] (t) a (5.119) 
mih F rg’ (e) - [p æ) + or (x) ] Hiv, 处 达到 局 部 极 大 ， 
He He AACE A BS SE UAI 

min {max {AV ptt (2,) — HE (Cw, Do (Cw) + dDr(a,)), 
Vo (w.) 一 MRT I E)? Pr (wd 
aot LV a] (@.)} <0, (5.120) 
Hy 119) vy BB 
AV PoE (a) — HU (oo Dy (es + ODriz,)) <0, 
(5.121) 
4 E->0, 设 OF BEB, WEE 
hv (ag) 一 H* 2 (204, Dop (a) + 6Dr(a))<0, (5.122) 
HS 6+0, 得 到 
Av (a) — He (ay, De (ay)} <0, Wee A, (5.128) 
“max min {hv (ay) — HE (aq, Dep (vy) )} <0, 
即 
dw (a) — H* (4%, Dp (oo)) <0, (5.124) 
HE eC) O UIRA REF BR PATI BE 2° 
3” 2° 的 证 明 类 似 , Me EA, 
对 于 上 值 话 涩 的 极限 +*(-), 也 有 完全 -一样 的 结果 。 即 
FETE BB u), 使 得 
Fostw) ula, V(a,b,n)e€AxBxX, (5.125) 
Hul) 是 (6.113) 的 一 个 粘性 下 解 ,是 5.11 和 ) 的 一 个 烙 性 上 
解 。 全 得 注意 的 是 。， vO Ale) 未 必 是 对 应 于 控制 集 为 和 4 
种 吾 的 二 人 零 和 经 典 微 分 对 策 的 下 值 耳 数 和 上 值 函 数 .但 是 ， 
PET ANAT eR AY RR 
推论 5.13 假如 下 述 的 Isaacs 条 和 件 成 立 ， 
. 236. 


Ht (a, p= H (æ, p) = H (w, p), 


Va, pE X, (5.126) 
TARAW), RA 
umpe? w) = Yim UHD = we), (5.127) 


KF © hte TA RRE-K, HKU) 是 下 述 方 程 的 唯一 
的 粘性 解 ， 


wi — Hæ, Dwtw)) =0, «EX, (5,128) 
LG mw) AMAT HR AAG BYBRAA Rho D> 
ay AB oh ae CO et RE), 
证 此 时 ,有 
við =ul-), (5.129) 


然后 ， 由 司 .128) 的 粘性 解 的 唯一 性 知 , 整个 序列 VEC) 和 
TCO Weg, 

MERA LUE, ERR FAK A SRS Tt 
Feit) AE 

FORA — FE S 末尾 所 指出 的 ,对 于 有 限时 区 非 定常 情形 
以 及 具有 混合 策 酷 的 微 务 对 策 ， 世 如 以 建立 相 旋 的 粘性 解 理 
论 , ETHE, 这 里 就 不 一 一 详 述 了 。 
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第 四 章 无限 维 控制 问题 


本 章 将 考虑 无 限 维 控制 问题 的 相应 动态 规划 方法 及 
Hamilton-Jacobi-Bellman 方程 理论 。 倡 得 注意 的 基 无 限 
维 问 题 并 非 有 限 维 问题 的 简单 推广 。 从 前 面 第 二 章 中 可 匈 ， 
对 于 无 限时 区 定常 问题 ,相应 的 HJB FERREA, RIH 
在 本 章 中 仅 恨 于 讨论 无 限时 区 定常 问题 ,因为 在 般 述 上 , 稳 态 
的 BIB WEE ee. 


8$1 无 限 维 经 典 最 优 控制 问题 


考虑 某 个 Banach 空间 下 上 的 发 展 方程 
[20 = Ay(t) + fU, u(t)), 620, 
y (=a, 
Hkh, Ay BAYOX—X Hy Oy WFR ot ETL, fi 
XxU+X—-PREOO, 而 如 为 某 个 度量 空间 。(1.1) 
中 的 %(-) 是 到 值 寺 区 的 可 测 函数 , 称 之 为 客 计 控制 ， 记 
W = fu 人 :TI0， co)-=Dlu(.) 可 测 } 。 
C.D HYO ERAEN A RRA, M yO = 为 系统 
的 初 状 态 。 类 似 于 第 一 章 84, WAC. RY 
下 述 积分 方程 的 解 ，， 
yO = eta f ete f(z, yC), ur)dr, (1.2) 
te £0, 00), 


(1.1) 
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在 进一步 讨论 之 前 , 先 给 出 一 些 假设 。 
(HL te Ll, aR, 使 得 
jeti het, YED, (1.3) 
(H2)f, XxU+X, P, XxU-+-R HAMM, AF 
在 工 >0, O<é<l, 使 得 对 性 何 %, 26 XY, ueU, 


|F@, w} fa; u) jz- 2], (1.4) 
lf, DN <L1+ jel), (1.5) 
[fo(a, WD — f(a, WD <Lhe-2p, (1.6) 
iP (@, W |<b, (1.7) 


(HD --P RR BE, FET OTTER, 可 以 
将 条 件 (I.7) 放松 ， 人 组 为 叙述 简便 起 见 ， 作 了 较 强 的 假设 
d.o. AA, RHR PBA, CLS, METAR RER 
SEX, uew, HEM — My) Ee C([0, 2); X) 满足 
G9. YOA YC), DREN ORR. E 
OE RRA i eB. 现在 ;对 于 和 >0, EM 


CIO) = 上 (go u(t) edt, (1.8) 


TE, ee ES eal YT AP AY ee, 
MMC NAH eX, FRU Eg, HG 
Te C) = inf TeC. (1.9) 
WFO TRUE, WE EEEH UC) 称 为 是 一 全 最 优 
iA. ESN E O HERSO 
p(w} = inf eC), ee X, (1,10) 
HT RSC AR Be oC) ATE, 先 给 出 下 述 的 命题 ， 
命题 1.1 gt (HD, (A2) Feeley, 2, 
ICA, A 
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leet) -y O eÂ ened], vireo, (1.11) 
证 Eue, «, 26€X,4 dD, G.B M 
(LARA 


ly) -ys O [<Low e-a] 
+ [Ete -sy [ys Cs) -yz (3) Ids, 
然后 ,利用 第 一 章 中 命题 4.13 指证 明 可 立即 得 到 代 .11 式 。 


利用 此 命题 , 来 证 明正 述 的 命 感 。 
命题 1.2 (HI), (H2) Re. 其 
TOIS Woe X, d.12) 
|e(a) — 0 (@) pe — 2e ___. e-8 , Ve, bE X, 
à- nlo + LE) 


(2.13) 
， a 
hab, O< n<minfo, - erat 
+ LL 


证 ”利用 条 件 代 .7)， Bb. 12) 式 。 现 要 证 明 Q.13) 
A. Hd. (DARA 


| ftw, u- fA, u) [2e -2l Wo, BEX, 
(1.14) 
然后 , FB CLL) sR HIE CL) 3h, 
命题 1.3 《最 优 性 原理 ) Hein ce X, t>0, 
o = inf {| FP Yl), Ua) emds +ou], 
ng Em J 


(1.15) 
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B BT A EA S ARER Ae PE, AA RR 
RWB yO) BDH ASTER MEA RAR RARE 方 
程 和 状态 空间 的 维 数 。 

命题 1.4 (HJB 方程 ) Fah oC), nj 
它 满足 下 这 的 HIB 方程 

hate) — (a, v(a =0, VeE GCA), (1.16) 
iik, 


Aa, p) ={P, Asy + int (cp, Fe, w>+ Pr, uw}, 
Vie, DE GIA x X*, d.17) 


值得 注意 的 是 上 面 的 Hamilton WH Be, PD) 仅仅 是 定 
LE D(A) x X* EM MBB x X* BI, ALI 与 
#5 BRE AE A CS (2.50) ARSE, 
过 命题 1.4 的 证 明 与 有 限 维 情形 仍 基 基本 相同 的 ， 唯 一 的 不 
同 点 是 只 能 对 %€ 今 (4) 导 出 方程 位 .16) .上面 所 强调 的 本 质 
莽 别 在 讨论 粘性 解 时 非常 本 质地 暴露 出 来 了 。 事 实 上 ， 若 用 
第 三 章 82 中 的 方法 来 证 明 粘 手 解 的 唯一 性 ， 必 须 有 Ate, 
D ZELE HEELT Xx LAER, HF 
并 的 无 界 性 ,这 一 点 是 办 不 到 的 。 因 此 , AA Ee 
这 个 问题 。 

一 个 直观 的 想法 是 考虑 用 “ 较 好 ”的 控制 问题 去 届 近 原来 
的 控制 问题 。 而 对 这 Be Py Pe AL, | BY ek be et oe e 
ACA EA PRBS, OP AY Pe PE. 

A yO, (A,, HEM NRX 上 的 线性 有 界 算 子 ， 此 
AE, ATEH 0), sup M= +00, 注意.& 可 以 是 一 个 序列 , 也 
HE iuas o), 在 下 面 的 叙述 中 , 为 方便 起 见 ,就 认为 4 = 
[H 2), WE H RTI Aes BE [m 2) 作 如 下 假设 ， 
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ED SHE C ECO, oe) 5X), 以 及 任何 工 >0， 
lim (SUP, if: [e+ itsa) 一 gd» 9] f (20s) > w(s))dsi 一 0, 
(1.18) 


FUC) €Y —By Laie ce X, T>0, 
lim [ea - ox} =0, 关于 4E [0, TJ 一 致 ， (1.19) 
同时， 
Jet] <Peot, t=0, gp0, {1.290) 
下 面 , 来 看 一 下 条 件 (H3) 的 广泛 性 ， 
情形 1” UX Hilbert 空间 ,4 具有 完全 的 正 交 特征 
向 量 系 , 即 设 (Pad >; 为 X 的 一 个 正 交 标准 基 , 使 得 


AQ, = hn Pry n=l, {1 " 21) 
Iib, Ai ss 和 as， + oo。 则 容易 知道 
etg =D ed, Ea? Pas >20, cE X, (1.22) 
1a 
今 置 
X,= Span {pr ken}, n=l, 
Pe = 之 <a, Pr? Vy, Vag x, nz, (i. 23) 
an 
然后 .定义 
A,=AP,; A+ X,CX,nzl, (1. 24} 
则 有 


Eni = = ev, Gy) Pr, Yn>l, se Xx, (1. 23) 


Blk, 
jett- ef | <x sap S) eT] <w, pu)| 
sae aD, (aco), (1.26) 
AT, REIR = N= (4 Ree pe}, M LB) 式 成 立时 ， 
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HDR. AHRR, HAR RET TAS EE 
型 控制 系统 , CHS) 基本 上 是 机 以 得 到 满足 的 。 

情形 空 UX Ay Hilbert 空间 ，tpw ww 为 羡 的 一 个 
标准 正 交 基 , 使 得 


| Ag, = An nel, (1.27) 
lRea, | <C, nol, 
设 对 任何 至 > 0， 

lim |< yw， w), Pa| =O, (1.28) 


关于 je] €R, weED 一 致 。 
WR ZN, A, KF d. 2, TURES) 是 成 立 的 。 
二 述 情形 包 合 了 一 兴 双 出 型 控制 系统 ， 但 它 上 其 有 一 定 的 局 限 
E, AL. WARE EREM fo, wo) 对 于 高 频 部 分 发 生 
的 作用 是 不 大 欧 。 
MEEA RER, See CH) 还 是 有 足够 的 广泛 性 的 。 
现在 , 对 于 gz> 钙 ,考察 下 述 发 展 方程 
[5 () =A,ye (OD +f GEM, ui), 4. e ted, 
Ww (0) =a, 
(1.28) 
AFA 是 有 界 的 , WHICH, WERE, ue, 
(1.29) FEE ys C) E Wh (LO, œ); £), Beit.) 
BEEN, ARE 1.29) A. As, REA. Ke 
路 ("也 可 由 常数 变易 公式 表示 成 下 述 形 式 ， 


ys) =emtas | omen FO (s), u(s))ds, 120, 
(1.30) 


命题 1.5 设 CD~H3) Ra, Wettig Eiee 
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Xx, T>0, 
| 
KT uCew,te[0, 72 一致。 
证 PG, HG.5), 2.3) ACL. 20) A, MAE fy uc) E 
Y, 


(1.31) 


JuD, JED beets de + Et), t>0, 
(1.32) 
Ti et (1.2 RA. 30) sR, HEAT uC Ew, 
tvs (D - 92) Jl (et — ez 


+ if [etts -git >] f(e) ， uade] 


+f Loot Lge (s) —y.(s)iids, t20, 


MH Gronwall FERRARA d.m., ANB 
CL.31) 式 ， 
现在 ,定义 _ 
JEY) = PEYO, uydi, (1.33) 
然后 ,引入 下 还 问题 ， 
问题 O 对 任何 给 定 的 wE 了 于 ,时 找 w*(*) 所 绵 ， 合 得 
TD = int J UCD SH, 180) 
间 题 和 问题 C* 之 闻 有 很 好 的 关系 ,将 其 吾 述 在 下 而 的 
命题 中 。 
命题 1.6 g UDHR, ML ee X, 
lim o (a) =o, (1.353 
WOME Meee, Ha...) HEGER T> 
0, 
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[Fe UC ~ Ja) [25 en 
+L ("byl -yd erm di 
2L D 
<= G-e Pr) 
T 
+E | [EO -yO |? de, 
故 , rH fr Bi 1.5 ag 
lim | 72 (u(-))-J, (uC)) CENE AF), 


EF u(-) EW 一致， (1.36; 
He T'>O 的 枉 意 性 ,可 得 民 -35) 式 ， 
由 上 述 结果 知 ， 问 题 O 是 原来 疝 题 G 的 一 个 很 好 的 通 
近 。 现 在 ， 我 们 来 研究 一 下 问题 O“， 容易 知道 ,下 述 命题 是 
成 立 的 。 
命题 1.7 设 (H2) 和 们 .20) 式 成 主 ， MAHET eko, 


HOEST (1.37) 


jorg o l 


== n je-m 2E, 
h~n(@ + ÊL) 


(1.83) 
此 处 ， O<ncmin| 3, L l. 
a+Li, 
命题 1.8 (RREMB) abet ce X, 120, 
v(a) = inf {| Peta), w(s) ee de 
+ oC rel, (1.39) 


命题 1.9 (HJB 方程 ) SHeKReOCEC(X), m 
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它 满足 下 述 的 百 JR 方程 
AT — H" (æ, vt (2) =0, rE X, (1 .40) 
其 中 ， 
H" (2, p) =Cp, Au® tint {<p, Sf (we, w> + f(a, wo}, 
Via, ppEeXxX*, (1.41) 

AFA AAt, Hew, p EEX LHE 
Ray. EE, AHA-4D 要 比方 程 1.16) pee, T 
&, ARAM RHE HE .40) i. T, Exe 
当中 , 需要 克服 一 些 技 术 性 的 困难 , 其 原因 是 由 于 空间 站 不 是 
有 限 维 的 ， 改 有 界 闭 集 上 连续 西数 未 必 能 达到 其 最 大 值 ， 现 
在 , 先 给 出 下 述 定义 。 

ESM 1.10 “He w(-) EC(X) AA RGA 1.40) 的 一 
ARTE, to RET pC ECX), R#w()-o() 
EEX 处 达到 局 部 极 大 【小 ) 值 ， 则 

Aw (aq) 一 H” (a, Dwe) <0, (20) (1.42) 
AÈ, 

类 似 于 有 限 维 人 情形 ,可 以 容易 地 证 明 下 面 结 果 ， 

命题 1.11 BBO) 是 方程 (1.40) 的 一 个 不 性 
解 。 

为 了 建立 方程 1.40) 粘性 解 的 唯一 性， 还 需 作 一 些 淮 
备 。 首先 ,对 底 空间 五 需 作 进 一 步 的 假设 : 

HD WH r(-) EO( 玉 ), CE X\ (0) 上 是 Fréchet 可 
FH, 且 大 在 常数 Cy >O, 使 得 

{or <r (t) Cle], Were X, 
Dr (x) [<OCo, Vag X\ {0}, 

对 于 沙 函 分 析 较 为 熟悉 的 读者 可 以 知道 ， 当 互 为 一 致 凸 
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(1.43) 


时 , RB PAT ABE ”7) 。 而 特别 地 ， 当 在 为 Hilbert 空间 
时 , 可 以 直接 证 明 下 述 的 站 果 。 

命题 1.12 Xy Hilbert 空间 。 Bi ræ) =le], 
84 


Dr (2) = Fa wz sn0， (1.44) 
证 “对 任何 zeE X\0}, 以 及 2E X, fy|<l, Ra>o, 
有 
| + 上 le] _ G al ‘| 
(æ+ ayl- hejt g e 
=| aE. + [=D ~ ‘Tal z 
=! (2x, y y? 一 - v| 
i [at hy] + [a] Te] ， 
Ba x 
<er Te] 7 09. 


RFT [yb sl 一 致 。 因 此 , (1.44) 式 得 证 

由 上 可 知 ,条 件 (H) 还 是 相当 一 般 的 。 

命题 1.13 设 (HS 成 立 , 则 7(.)2ECH(CT)， 且 

Dr 人 和 = 
, 2=90, 

证 只 需 还 明 *(-)? 在 0 点 的 Fréchet 可 导 狂 。 为 此 , 考 
ADO, jyst, HARFER A>r 的 中 值 定理 ， 奉 
在 9E [0, 1), W4 


(1.45) 


(ay)? = 90) = A Cr (ee) | ooh 
= 2r (Gay) (Or (Gay), yd, 
因此 ， 
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LOM TO? | <2 (ong) Dr (On) Tlah 


CoN Ca 
C=0, (A-»0), 
关于 |」 叫 二 工 一 致 。 从 而 得 证 命题 。 

下 面 的 心理 是 一 个 非常 有 趣 且 又 深刻 的 结果 。 由 于 其 证 
明 要 涉及 到 许多 Banach 空间 的 理论 ， 放 将 其 证 明 放 在 后 面 
g4, 

Bl39 1,14 (Stegall) 2244 ġa Banach % f, DOCX 
AMARA, RP DOR 是 上 半 连 续 上 有 和 界 的 。 则 对 
‘Ely O>0, HAZEN", WH le <d, E ft REE 
D, Bp A fe ge D, 使 查 

F (tq) + 0* (aq) =sup(F +e (D), (1.46) 
且 对 任何 的 人 ,EDD, 只 
Hm[f (8u) +æ” (aa)] = f (20) tore), (1.47) 
则 
lim |en- wol =0, .48) 


当 时 =R" 时 ， 由 如 的 有 界 闭 性 知 ， DEARER. H 
I, EXTD ER EER LAAN Oe 了 必 可 达到 其 最 天 
值 。 但 是 ， 当 dim X= + co tj, D AAA BETRE G HAH 
RE. 因此， 定义 于 卫 上 面 的 上 半 连 续 上 有 界 的 函数 了 未 必 
能 达到 其 最 大 值 。，Stegall AH, 这 时 只 要 对 了 作 一 个 任意 
小 的 适当 的 线性 摄 动 ， 重 可 使 得 摄 动 后 的 函数 在 只 上 达到 其 
最 大 值 , 且 最 大 值 点 还 有 较 好 的 性 质 , 例 如 ,出 47). 48) 
式 知 ,至 少 最 大 值 点 是 唯一 的 。 
现在 ,证 明 本 贡 中 的 一 个 主要 结果 , 即 方程 人 .40) TE 
解 的 唯一 性 。 首 先 , 当 ( 惠 为 成 立时 ， 有 ，YV2, yEX, p, YE 
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x, 
| H*(x, p) =- H", Delp- ta, +B) fe} +L), 
ee Pp) - E", pi sAr phe- x 
+ 也 有 -gl 
(1.49) 
易 见 , 8.49) 78 N= Rep (2.2)~ (2.3), id 
Lo= JA, +2, 
HW Ct .49) eee 
tame p) — H* (a, Qi Je fo-a, 
| H*(m, p)— Hri, p)|<fLolp|ie-yl+Lle-y), 
(1.50) 
定理 1.15 #29 8A Banach è f, (HD Az, L 
G.SQ) AMS. HO), O04 KA Rh ap — Ak AY 
FH Az (1.40) 84 4 1 N 


o(-) =8C), .51) 
dw) = VI+T), EX, (1.52) 
WA, 
a Tæ) Drie) 
Diery = a Wee X, (1.58) 


下 0<m< Tor £,a>0, 定义 


Pe, y) =o- O(y) ~ Srey)? = altar” 《的 由， 


Ty yE x, (1.54) 
由 于 ut) 和 和 8) 是 一 至 有 界 的 , 故 
lim dr, y)=—-co, (1.55) 
lie vie 
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因此 ,可 以 找到 一 个 a>, 使 得 (lim Rs= +co)， 


sip PD sup S(r,y)—-1, (1.56) 


el +¥ll> Ro læ el Re 
此 处 应 注意 RAP HMI e > OR. S 

Bre={@, YE Xx X| fel + I < Bt. 
SPAR Be MESS LAM Poy), PUBS 
理工 44， 可 以 找到 Ps, GEX, 

(| + hot<e, (1.87) 

WEIR Pir, y) + Cpe, w+ 《9 内在 某 点 os Yo) © Br, 达到 
其 在 Be, 上 的 最 天 值 。 MWE Cu, yo) 是 依赖 于 e, oH, 
Hy 

2D (ay, Yo) +26 pe, Hy? + LFe, Ya? 

=D (xq, To) + Le, BP + KFe, CP + PCH, Yo) 
+ {Ds, Yor HiG, Yr. 


2 (49 — Yo)? <0 (Hq) m 9 (4) + eCa) 


~ Oya) + pe — Ge, TI— Yoo. (1.58) 
由 eC) Fl OC A ESE, 设 oa R' +R, @.(-) fd 
Sa LST, 连续 的 ,@s (0) = 0, 使 得 
[v(@) — oy) | +f a) -9@)[<e,.(|z-y¥), 
viel, lvl<B.. (1.69) 
FH, 1.53 RES. 43) A) eo On, 
fzo- Yo? Cor (aq — Yo)? 
<= BE [oal lao — gol) + ele 一 ol-*0。 
(1 .60) 
从 而 当 8 一 0 时 ， 
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l Jn- yell? = 001), (1.61) 
由 点 Ceo, Yo) FRE Ml, BS 
cau (v) 一 | sc) + = T(x — y + aka 
+A” ~ Cpe, BY — Cay o> | 
在 点 达到 局 部 极 天 值 , Fy HR AR EM, 
Meten — H" (2u, 2 ray ya) Dr Ceo- yo) 
+ amka)" ir (2) Dr (aa) ~ paj <0, (1-62) 
T, pia Be 
YEU) -| (aa) 一 二 Ca —y)® = deed” 
ay” + Pas > + (Fo, W | 
在 Yo 点 达到 局 部 极 小 值 , 从 而 ， 
My) - He (gs E raa- Dr (e-t) 
- amy)" r (yo) D7 (yo) + qs)>0. (1-863) 
因此 ， 


Alva) — Myo) ]< H(t, Z r (ro 94)Dr (xp - 0) 
+ cm tira r (ay) Dr (ay) — pe) 
- H(i, 2 r(e- 0) Dr(a) 
~ amyn T (y) Dr (yo) + g.) 
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Refr, Ž rq) Dr(au-%)) 
+ Lg + |j) Lame r Gy )Cyt+e] 
一 Hr(y, 2 Te — Yo) Dr Cay -)) 
+£y(1+ jy amy Pry +e] 
Ly 20. ¥{&q— Yo) en — Yol 
+ Lle- yl’ 
+ LoamO e" + dy] 
+ Loel jaol + zal) 
+ LglamCi( (ay) 
+ {yo + 28], (1.64) 
此 处 ,用 到 了 以下 事实 ， 
Jay!) Car (xy) Co T+ r(x)? Otn, 
FE, MEM ee X, Ma 充分 小 时 ,可 以 认为 Zjci<R, M 
而 , (zy 2) € Br, 由 (0, Yo) 的 定义 知 ， 
VP) — BOP) — 2al) + LPa, £) + (qs, ©) 
oce) — 8 (4/0) 一 = rE- ya)? 


— aC Lago + Lay) + Cpe, Car + Fe, Why 


Bly -二 多 a E iey 


_ af ( . Facim) (Load + Cye>™) 


_ Jot sim BLEER yml + iyn n} 
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+ Hea fay] + yal) teeh fal), (1-65) 


由 于 0<m< ae, BOOT BR CSO, 使 对 性 何 的 
(@,WEXx IA 


(1-70 Cb \ (r+ tom 


acim ROSETO E = Ca 


Kif, (1.65) 式 可 化 为 (注意 leol, [yol Ħa) 
v(m) 一 B(x) — Qala” + Cpe, £) + (Fo, T) 


21Ci lo 4 Lye, -yf 
+00, + Zef : P+ Ra) +R. |. (1.68) 
先 令 oD, MGE Ad SDA) 
w(t) — Ox) - Qatey cal, (1.67) 
然后 令 a0, 得 到 
va) <0(2), Y 2E X, (1.68) 


利用 0 (-) Ai BC) HERE E, 最终 得 到 中 .51) 式 ,. 

于 述 定 理 的 证 明 与 第 三 童 中 定理 2.1 的 证 明 很 相似 。 不 
同 之 处 是 仔细 地 处 理 了 由 于 空间 维 数 的 无 限 性 带 来 的 一 些 问 
是。 利用 此 定理 ， 马上 可 以 得 到 下 述 的 定理 ， 

定理 1.16 4X b ġ á Banach # ih (HD ~A 成 
2. Mae O oy me 94(:) 是 方程 人 .40) 的 唯一 的 粘性 
H. 

综合 命题 .6 和 定理 1.16, 为 解决 回 题 9， 可 以 先 求解 
HE C. MEELI ME O 的 值 喇 数 可 由 方程 侍 .40) 唯 
Rh, RE BIRR, Wass OC 的 从 a 
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wt). 
对 于 有 限时 区 间 题 ， 也 可 以 建立 类 似 的 理论 。 由 于 基本 
思想 是 一 致 的 ,我 们 略 去 了 具体 的 组 节 . 


$2 无 跟 维 最 优 转换 与 脉冲 控制 问题 


本 节 将 讨论 无 限 维 无 限时 区 的 最 惰 转 换 与 脉冲 控制 问 
题 .由 于 在 第 二 章 中 已 经 接 般 过 有 限 维 的 相应 问题 ,为 了 避免 
不 必要 的 重复 , 故 在 这 里 和 氢 述 该 问题 时 ， 先 从 有 关 假 设 开 
t. 
HD’ X$ Banach 空间 ,4= (1, 2, mh, WME 
Kc X 为 具有 下 述 性 质 的 集合 ， 
K =K, Š, 5:6 KE +é EK. (2.1) 
且 对 任何 ?>0, KB, OX aR, Mek, BO) 为 以 
0 为 中 心 ; LE rie D 为 半径 的 诸 球 ， 
HED Fit A, 2A) CXX EREE — A O 
ATER e1, 且 ( 不 妨 设 ) 存 在 Ll, wE R, t44 
Jeta e, f=0, (2.2) 
(H3)’ 映照 JX x A+X, P, LAR REEN, 
且 存 在 常数 王 >0 以 及 0<6<1，0<a<1， 使 得 对 任何 z， 
aEX, dEA, 


If@, )-f@, DJL- (2.3) 
[fæ DILDA ej, (2.4) 
[fe, ad) - F, A) | ie 2a, (2.5) 
~ Lex fæ, Dh jal, (2.6) 


(H4)’ RRR Ax A+R‘ = (0, 00) WETERE Y 
d, £, TEA, dyd4d, BA 
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kid, d) < Eld, E) + hd, d), (2.7) 
Ed, d) =0, (2.8) 
min #(d, ad) =hy>0, (2.9) 
(A5)’ WAR 2, X Rt 是 连续 的 , 且 存 在 严格 增加 的 连 
BE pil Br SCHR —>R*, & (0) = D, 使 得 
E-D] ci) EDGE- ED, 


VE, EEK, (2.10) 

TEESE + HE, VE, EEK, (2.11) 
inf 1(€) =i) >0, (2.12) 
fen 


WL, GRR + Se BS AAS, m A BAS 
le], 在 有 限 维 情形 时 , 仅 要 求 ?连续 ,而 此 处 ,要 求 了 更 强 点 
的 连续 性 。 另 外 ，(H3)' 的 (2. 相 和 绾 .个 式 中 9 和 5 可 以 不 
一 样 。0=0 时 ，(2. 命 与 1.7) 式 相同 ， 而 假设 (HH 即 为 本 
章 $1 中 1). 值得 注意 的 是 ， 我 们 将 不 假设 本 章 §1 中 的 
(HH3)。 因 而 ， 对 我 们 的 问题 来 说 ， 系 统 可 以 是 一 般 双 蝎 型 
的 ， 

(H6 #EA>O, 使得 


Oso {o + AL) Am + ib, (2.13) 
且 a 
ele 
i e 


ith o, È, LEAD ay 中 给 出 的 。 

LTE AY CHB)? ATRI, Of, POUR ART e4 之 
MARERE, FE(Z1D RB, PRE o ++ CL>0, 否则 可 
WK LA A, Hop, Ba, e= Om, 总 可 取 和 >0 i eh, 
WIDAR, AM, CAG)! 意味 着 tC) UAE AE 
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WK REIT. ERA. 
现在 ,引入 控制 集合 。 对 于 MEA, SM 
t= {d(-) => 人 Te ned (Ja 
[0, co) Alh =d, 4550, 
@,€ (0, œ], Y il; d, i 
Quale; mah diss de ec oo}, 


P= E+) = Lo, oo} X [ts (0, ca}, 


Vgmeistst +o}, 
= 160) =P Exi (DER IEEK, 
V jal DIEN, 
PEA dC) Cf? WEG ey, ECO EP 为 脉冲 控制 ， 


TECO EXARH ea, CAF ATES 4， 我 们 已 将 
转换 控制 d(-) = {dry aa} ial E 
AO) = ditis 0a C) 
‘ET SM, 在 讨论 有 限 维 情形 时 ， 并 没有 引入 入 应 的 党, 这 
是 处 理 现 在 的 无 限 维 情形 的 一 个 有 用 的 桥梁 。 
对 于 任何 给 定 的 (2;0) EX KAWR(AC-), CY Ee 
x 你 ,形式 地 考虑 下 述 的 发 展 方程 的 初 值 问题 ， 


{ dB) = Ay. (6) + F(Y, AO +E), t=, 
Yr (0) =E, 


(2.15) 
上 述 方 程 被 理解 为 下 面 的 积分 方程 ， 
yO = ero fe 040 Fiaa), da))ds 
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+ ba gaU “rae, 


= eta + ff edit- Fy (8), d(s)jda 
+5 eA EK te ge) E), tE (0, eo) . 
(2.18) 
XE, EC) =E Eero C). BIA, EAE HQ)’, my 
下 ,对 任何 {4， dj EX XA, (dC), ECJ) Ef? XZ, 积分 方 
程 (2.16) 存 在 维 一 的 艇 ys(:)。 在 点 i=Ty, 有 
Y(T, +0) =¥2(T,) =Y,(Ty— 0) 十 点 j=l, (2.17) 
因此 , T, 十 轨 线 的 跳跃 点 , TH 2, WERE. SE, Ht (2.16) ny 
HERRE THE. 
命题 2.1 设 
a(-JE 4, E(-) = Sten Cs 
EC) = Bakr (ER, T, CX, 
iky()4o9(-) SAH BT AC), EC), æ) fe aC), 
EC), Ta (2.16) Rai, MM] xf edr t0, 
[yg < TIGE] 
+ Eo e208 =E leren Ot, (218) 
证 FA (2.16) LA C2)’, (HD' 可 得 
ly) -FD | sch ev’ e E] 
+f, zer Wm Es Ey fki O 


+ ELL’ et» ]y¢s) ~ 90s) |ds, #20, 
a 


(2.19) 
从 而 
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ety (t) -FD lAl- a] 


tE 名 eerste, = PTEE (4) 


+ EL e-»*]y(s) —9(s) jds, #220, (2.20) 
因此 由 第 一 章 引 理 2.5 知 
e liv) ~¥ (6) Eije- 2] 
+Ê >» e ers, 一 Esl Zira (2) 
+ | Eneite-9 (Dw 5) 
+ ED orl, -E Zin (s)}ds 


fat 
= Letti e-z] 
+ 名 eerie they E — Est E). 
由 此 , 立刻 得 到 (2.13) 式 。 
推论 2.2 对 任何 
BOVE 4, EC) = DE Xin lC) EF, 0E X, tO, 
TAOIS IAT 
tL +2 e fw VEL) xs Es | tegen) 《六 . 
(2.21) 
证 GZ=0,2,=0, Viel, BIC) WH WAH (2.16) 
SR ASHE, M EYA 
lc) <P’ et (14 TC Dds, #20, (2.22) 
ee 
eG) | <Îrf ene dg + A e` (s) fds, 2-0, 
(2.23) 
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由 第 一 章 引 理 2.5, 可 得 
en?" FCB) | <i’ eds 
+ Í ,ee [éz f orerdr |da 
= Enf obit geds, 
从 而 ， 
[Ds Lfe otirsds tL tete Ên, i0, 
(2.24) 

TE, 由 命题 2.1 知 ， 


lye OSIA | + dys - GO| 
aD ettin tial +b t+ oie tot iL)" 
(Es) xts CA}. 
引入 下 述 的 目标 活 函 ， 对 任何 
w, DEXXA, A+), SCIEx Hy 
定义 


FAC), ECD =F PY a) ed 
+ kdr de 
tel 
+E Dem, (2.25) 
下 面 的 命题 是 必须 的 。 
命题 2.3 A AACR’, (EB)! fo HE)’ 下 ,对 任何 (2， 
DEXXA, AC), ECD ELIXA, (2.25) AAK ÈL 
的 。 
证 A of? Al oo AE, 当 
.259 ， 


dC) Et, EC) = BE kee MICH 


时 , (2.256) 式 右 端 的 第 二 ,三 项 二 有 意 头 的 ， 因 此， 只 要 说 明 
(2.25) 式 右 端 的 积分 是 收 仑 的 ， 由 (2. 合 和 (人 2. 漠 ) 式 知 
| (ys 人 ,GE 人) | LL + [y.@ 1 
E+ freee wt Eye geile 
gg Erte DH en (ot+EL) ss 


JEsi OI}. (2.26) 

注意 到 {由 (2.13) , (2.14) 58) . 
Sire o - igp Cn 
Ae e ones Is 


otateny 


[erg] 


let hE 
A 


"ap co 


， (2.27) 


因此 ， 再 注意 到 o(@+ LL) <A, HA2. 25) RRA 
WAJ. 

这 样 , 便 可 叙述 下 面 的 问题 了 。 

问题 SI HHEH (2, DEXKA, 寻找 

《GT，Esf Etzaex #, 

使 得 

FE" (+), E*(-)) = int Ji), EC) = vt), 

(2.28) 


PMR o SE), eee, oM(-)) DRA SI KAS 
数 。 对 于 此 值 函 数 , SREP R 

命题 2.4 (HL) ~ (H6 成立, We RRA TEE 
件 ， 
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- A c(a cl eld, Via, DEXXA, 


- (2.29) 
lat(a) — v8 @ 0+ alle Hie) e- BP, 
VE, DEXA, (2.30) 
dE kts 
Oo=Oo(L, È, h, 6, 0, 0), 
-ototf DD), 
+ 上 上 
而 C=C (Lb, Ê, h, 6, 0,0, 7), 
然后 , A ROMA. 
定理 2.5 (H1 ~ (118)! As, Mem o ORE T 
述 的 最 优 性 原理 ， Ve, dEexXxa, 
pm) min {Mt e] (2), Noly, (2.31) 


o<w<min|。， 


二) <f (y2(8), De ds +o (Y E)E, t=0, 


(2.82) 
Mob ye) 是 下 述 方 程 之 解 ， 
yo) = etas [ett fey), das, 150, (2.38) 
TATAN ON PRA 
on (x) =min (oz (e) +k(d, d)}, 
dad (2.34) 
N E] =inf {ul (a+ E + bE) 


Via, DEX x A, 
进一步 , 若 在 某 点 后 ，(2.31) 式 成 立 严格 不 等 号 , 出 存在 如 > 
O, 使 得 | 


via) = | Fas), DEMAS Ha E, 
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Qt ty, (2.35) 
HAE, ye C+) FA (2.33) eae (@ = ay), 
该 定 理 的 证 明 与 有 限 维 的 情形 基本 相同 。 利用 此 定理 ， 
可 立即 得 到 下 面 结果 。 
定理 2.6 设 值 函数 of) 是 加 的 , 则 它 满足 下 述 的 卫 JB 
方程 
mux {Av (x) — (Dv? (x), Ax + fie, DY fw, d), 
[we — Mov], ote) — N[v*](#)} =0, 
EDERAL x A, (2.36) 


(2.30) Rip, se P(A), BHACESERA, EMBL 
中 记述, 上 而 定理 2.6 完全 是 形式 的 , AAR KH Sew 
数 是 Cy. 

与 有 限 维 的 情形 类 似 ， 当 值 函 数 (小 已 求 得 时 ， 可 以 据 
kike aO, EC. Aw, HEBA E 
怎样 将 值 函数 找 出 来 。 其 思想 与 1 -- 样 ， 试 图 正则 化 原 控 
制 问题 ， 然 后 证 明正 则 化 问题 的 值 泗 数 收 化 子 原 问 题 的 值 函 
数 , 并 且 正 则 化 问题 的 值 函 数 是 相应 的 HJB 方程 唯一 的 粘性 
解 。 

由 于 不 作 类 似 于 81 中 (HE8) RR, Be ES I Si 
的 笠 果 是 有 一 定 难 度 的 。 我 们 将 在 下 节 中 来 详细 讨论 问题 
ST 的 正则 化 。 在 缚 束 本 节 之 前 , 再 给 出 一 些 值 函数 2(:) 的 性 
质 , 这些 结 果 将 有 助 于 下 -- 节 的 讨论 。 

命题 2.7 gH 一 (ER6) 7 成立， 念 


at= fao) = Bt C) Et] 
| S) Eda, d) ect tOr), 
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| 
joes [O = Boxe EH (2.375 
| Sd aM +Cy+re)}, 


此 处 ,Ce HAR 2.4 Shih, 则 对 任何 (ec, DEX Xx A, 
vr)= inf Ji), ECD. (2.38) 


peg Mle 
证 首先 易 知 24% Kt FO. SRM 
(20+), EC) € cf x ENLA iX K yen)» 
WAT C+) EA n EEC EC ANG ey SH 
dE) E AAA Sh 
WH (2.6) sh 


an Cy Cl. + Jad) <2 Fidia, di) e744 
SIEC), ECD- S PG. aoa 


<IHACD, ECD +E, 


ith (2.20 zt 

JSC), EC) >C + lef) =). (2.89) 
因此 ， 这 样 的 (Q("), EC) ANA AERA, EENE EC 
CAN 的 情形 。 从 而 得 证 (2.38) R. 

上 述 的 命题 告诉 我 们 , 对 于 给 定 的 (z, DEXKA, HT 
确定 w(xz)， 可 以 对 控制 集 作 限 币 。 而 这 限制 实际 上 给 出 了 
有 限时 区 上 转换 次 数 .脉冲 次 数 和 脉冲 量 的 上 界 。 关 寺 此 虚 ， 
可 以 在 下 述 结果 中 明了 。 

命题 2.8 ”对 任何 


a eget i Egt 


和 aC: ) = irks 1G JE Frs 
均 有 
4(t3d(+)) =max{i>0] bi 里 
= a [+o + ro) Jer, t=0, 
ig 


(2.40) 
JE EC) =max (fol jrr 


<i +O re) Jet, 0, (2.41) 
YORE i fo b PAH (2 Fe (21D XM, 而 Oo 由 命题 3.4 
决定 。 
证 出 定义 
E +O re) SB Edis, aden 
Skeid), t=O, 
帮 得 到 但 .40) 式 。 同 理 可 证 (3.41) 式 ， 
命题 2.9 EC) N Ekina (EL oy N 


~ 如 
JE] 他 请 smerf t tO +r°)], 


; YISI GEC), 220, (2.42) 
还 利用 Yr MUR (2.14) AB (2.42) A, 


$ 3 ”控制 问题 的 正则 化 


本 节 将 给 出 奖 似 王 红 的 正则 化 问题 ， 证 明正 则 化 癌 题 
的 以 函数 收效 于 原 问 题 的 值 通 数 。 先 设 {HEIJ ~ CB) 成 
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立 。 
引 理 3.1 对 任何 1>0， 存 在 可 列 集 KICK, ipat 
何 的 ?六 0, 集合 (EEK IE) <r) 是 一 个 有 限 集 , 且 
(EE Ki) <r} = U (P(E [EE Kr, (r+, 
(3.1) 
HOEK PUEAP SV oF RATT, 
证 NT 1>0, BRATTERE RA: 
{EE K In < (4 +1) 9} 
KU, E [enh (2) << +1)n, EEK, k=O, 
(3.2) 
WU Fy ERD Fey SB SE HE CA KB, (OER, Vr >O), ORE 
SEPE LAR (2.14) RA (8.2) 式 的 左 端 是 互 中 的 一 个 紧 集 。 
从 而 ,由 紧 性 定义 可 知 ,存在 有 限 个 点 Sb 经，…… SEK, 
使 得 
a EE Yii sin 
| (EEK tO E+ DD COED, p20. 


(3.3) 
于 是 ;只 要 取 E" = (El Leii, k>O way, 
对 于 给 定 的 4>0， 上 述 的 一 * 未必 是 唯一 的 。 在 十 面 的 
讨论 中 ,对 每 个 >0, ARE— KR LR, 
下 理 8.2 seeipe>0, 存在 可 列 集 了 ,C 多 (4)， 便 得 
对 任何 了 >0, RA GEY,| Elart- AARE, E 
gE Kl fijen cU EEEF (3.4) 
该 引 理 的 证 明 与 引 理 3.1 的 基本 相同 ， 我 们 留 给 读者 去 
wH., 
本 节 中 的 一 个 非常 重要 的 结果 是 下 述 和 的 道江 引 理 ， 它 本 
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BEATHA Ari A on RE BUR eA BB 
fe. APRA AR, ABR. Bm > 
est ne CO, tol. We Ke 为 引 理 3.1 中 所 决定 :的 芭 的 可 列子 
集 . 定义 
HD = C0) => PD CE of B18 
E (0, n, 27, e), VES), (3.5) 
HM = ECE B Erer CE 
#,€ (0, 1, 2n, +}, Yj; 
ÈE Kr, Vjal; PHÊ) 


< 人 + 也 Jroa] (3.6) 
Weak, r>0, 
上 上面 的 两 个 控制 集合 是 非常 特殊 的 ,例如 
ECESE, 
它 的 转换 点 是 1 的 倍数 ,是 有 规则 的 ,更 重要 的 是 对 任何 了 > 
0, 集合 
EC, ECD on | CF Co) ECD) Ett) x FM} 
(3.7) 
是 一 个 有 限 集 ! 为 此 , 才 使 下 而 的 吾 近 引 理 显得 非常 有 用 。 
定理 38.3 【 通 近 引 理 ) 设 
O< nn, LE>0, @,HEXXA, 
则 对 任何 的 (QC) ECD CX Myer, FE 
(BC+), EC ED X Hai Ds 
局 得 对 应 的 (2.16) Ahi Ye) he Bae) 
PAOR AOTRE HEX wey G+. On, vi=0, 


(3.3) 
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ib, CORRA T e, neid), EC-)) E of dX Khel a 
O.) As 48 AT q fe (d+), E(-}) E of i X IÉ vats (B.D K P 
At} fe {Ts} le EC-) EC) RRE E gS a VIS 


1, 
证 设 
Q(t) = i (-) E shay 
EC) = 2) Ether pe) ©) E HB pens 
定义 CC) =E ditia C) 
和 EC) = boxe, ) 
Sal 
ANF: 
O=d,- cn, BE (0, a, 2q, oer }, Ved, 8.9) 
OF tin, Fre {O, n, 2p, oo }, Vel, 3.10) 
@,=d,, Viz0, (3.11) 


E&E Ke, |5- fan HEN SUED tn, Yil (8.12 
由 引 理 3.1 4, (3.12) RRA CARR ral EN 
H). TH, A 


> CHRP deie S A Cli i, dje 
i>i ipil 
<é 二 Cn + lej), (3.13) 
DEEN e MHD (E) 4 0) 0ars 
fal fel 


<(1 +e + Co + fel) |, (3.14) 


FA (FC), ECD) Ei) x HD. 
PRTG UE Wet TAL TT SEY. Fou, PRBS] BES SP 
个 辅助 脉冲 控制 
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EO = Botner CEO) = Bexar), (3-15) 
其 中 ,? (8.1L) Rew, WEY, Viel, WA 
jä- Ece, Viorel. (3.16) 
出 引 理 3.2 知 上 述 的 E ERTER, 现在, LYC) OC), 
FPO MFO ANA (2.16) FE), EO), EO), 
ECD, @),EC)MEO), EO) RM, 则 有 
PAOR O20) |< LAO Fo) | + 192 - GeO | + A 
ROIN (3.17) 
出 命题 2.1 和 2.8, 有 
OP OV BoD Ex 的 
xebetrin ig, EC)) 
< 了 [+ lz] oem 
(3.18) 
同 理 , t (3.12) 和 (3.16) 式 可 知 
Ga (D = 9a I< He FF OME, El Zieh O 
<(e+ mh ew dF EC) 
EAEN +C + jejo) Joette" 
=la | 
EHD. (3.19) 
此 处 ,用 到 以 下 事 详 ， Ts EOD <I EC), BHT 
(3.10) RA A [0, tE ECORI ET EC) 的 及 
冲 次 数 。 现在， 佑 计 介 .17) 式 右 端的 第 二 项 用 (2-16) 
有 


Fe O - Fe) [ELI 0 Om Fas) las 
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+Ê [eit G(s), d@)) 


- f(E), #(s)) [ds 
+R het Elenea C) 


+ She (#9) l (eA ir) 一 PEs | xi O. 
(3.20) 


me EO) EAA IRIN Ty Ty Ts Bl Fa, 我 们 来 估计 


~ 


n=? flees 140208), 4(8)) ~ Ge), Fs)) [ds 
= LS [ee gs), di) 
— F(G2(8), di) [xed (sds 
2ER ee EACL + gs) [Tx (ds, 8.21) 


而 由 推论 人 3.1 和 命题 2.8, 2.9 以 及 (3.16) 式 有 
[Ga(t) |<Lo@ ES We @ttue, 
dxi 


FEl Xirs (OD} 

SL e HED {lal + Btt Blerxr,,.) O 
A 

<Low in jal +L 
+([aner(F +O, + lejo) J 
+1)3G ED} 

<Êe e-o Jal + Lt 
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+ (fm (Ero rol 1) 
[rario]e] 
= Fe (EL 
WY (3.21) RAE 
12% <2iL S| ew Goa) [1 + Dete gu tensa (s)ds 


<2EL Ber porer Babee to} pte. (ds 


<e (1, (8.22) 
注意 到 3. 外 式 以 及 2,40) 式 ， 这 里 的 与 (区 还 依赖 于 lz， 
L, L, los Koy oo, Ci, h, @, 0, 由 (2.42) 和 (3.1 人 0 式 可 知 
LE hee Ex O 
< he S} (JE) + extra ® 


+b 


<hew{ay eat [+ +O,(1 + Ja] 1|} > 
Airaa (Œ) + È e“ E Xirot ©) 
= orb) Xizpen GY, (8.23) 


易 见 ， EC) KM F le], L, È, Xs Cos A, a, 0, 最 后 ， 悄 计 
I4， 为 此 ,对 于 给 定 的 EC) E yy, 由 证 题 2.8 和 2.9 知 


IES afgaan |e g tot ËE) = rO, 


lj GEC), (3.24) 
因此 ， wp 
6.@ = sup] 2 = El :0< so, 
EEY. él<rO} o, (8.25) 
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A 


| <II, AERO Ys € (0, mls 
le jf ( EC)). (3.26) 
值得 注意 的 是 , OC. ORR RMS EOD HR, ERT 
jt], L, Bia, Co, Aa, ok Re, FRA 
Iya Si Lee ten j Ce — DENA ina O 
< Leen Ot Fy EC)) 
<e'O, (0 En. (3.27) 
ab, Eo) MRT Iw], Lf, lo, Go, A, 0, 0, HR 
(8.20), (3,22), (3. 23) 和 (3.27) 式 , 得 到 
[yD -FD er Le Daten (D Xiria O 


+ AOLA £2) n] 
+ {Exe e195 (8) — Fo(8) |ds. 


(3.28) 
Re 


e195. (0) — Fe (® | 
TH) +606. Int E(D Sx rs a CH 


+ BL" 7°19 e(s) — Ge(s)yds, (3.29) 


从 而 由 第 一 章 引 理 2.5 dat 
e™ |fe E) — Ge | 
a[i GE) + 406.0) A t E(t) > Kir, 29 CO) 


+" Fre (9) {£6,(8) + als) G(s) Inda 
+ 和 Eee CDE dS xr, cy (Sas, 
9 dal 


rat: 


BTRC G00. BHC. te, A 
此 ,由 上 式 可 得 
[gs — AOI ETAR AORT AOLAON 
+ 62D) tenen E) 
+ PL ee, DI KEDD e 
(8.30) 


Fa, h (8-17), (8.18), (3.19) 和 (3.30) 式 ,得 到 


lve) ~ 900 1<2 E [x + cy aje) Joerie 


+ eee | Livnta CD 

+ 人 et 人 (ty + Ea (HE, (£) 

+ Prefi S t3E(-))] 

+ E +d + Jefe) Jew 44955 
ac (t) [e + kent (D+C, (Hn. 

其 中 前 COD 和 CC,( 昌 满足 定理 要 求 、 

有 了 .二 面 的 结果 , 便 可 以 来 构造 喧 扩 问题 了 。 设 m0, 

{A [BC Mt Wy RREAN ST. AT [s oo) , sup = 

+ oa „Ej $1 忠 -- 样 ， 为 确定 起 见 , 设 ME = [iro, oo) ’ 并 设 该 算 

子 族 满足 下 述 条 件 ; 


lim A,r = Ar, V2E P(A), (3.31) 
He 
lim e's = eo, Wao X, SFE LO, 了] 一 臻 ,YT 了 >0, 
ior 
(3.32) 
jett chet, t=0, wen, (3.33) 


AW. REC. 32) Fi (8.33) 53 a CL.19) FG. 20) Ri, 
EE GIDAN 1.18) Re, ee 84 A, Sn 4, 
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AY LER A fh Yosida ur. Fk, KARE, TRENE 
统 作 进 -- 步 的 限制 。 现 在 ,引入 下 述 截 断 算 子 ， 
2, jel <a, 
Gu) = uz 
®© le. TN. 
beet, G, Be MFR Banach Si Z bay, 对 于 不 同 的 2， 
WA A Le RA OL. 在 记号 上 我 们 不 去 区 分 
它 ; 它 的 定义 空间 可 由 .上下文 看 出 。 令 
| A” (x) = YSE X, 


(3.84) 


fir, =F, dD), V@,d)EXxA, (8.35) 
File, d)=G,( f(a, d), Vie, dye X XA, 
FH Pee RS, 
命题 3.4 HEI ws de A, wm, S, BEX, A 


JA" (a) - AW(@)|<2[4,]]o-2], (8.36) 
PAOLET AONTA (3.37) 
[fue D- faê, D|ELje-2j, (3.38) 
fate, od) <uACLC+ je], (3.39) 


Pæ D- fC, d)| <2L|x—2]*, (3.40) 
-L< fila, D ERALLO [el], (8-41) 
这 里 , f, 的 Lipschitz 常数 是 2/。 考 虑 下 述 系统 
=A*@t()) + fai, dO) + ED, 


a. e. i20, (8.42) 
yr (0) =e, 

将 其 理解 为 
YD =at | LA ys)) + faye (8), d(8)) ds 


+5, i0 (3,43) 
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需要 注意 的 是 , 出 () 不 是 线性 的 , Me 是 没有 意义 的 。 不 
过 ,出 命题 3.4 知 , 44(.) 是 Lipschitz 连续 的 。 因 此 , 对 任何 
w, dJEXXA, (C-), EC Eo? xB, (8.48) 存在 唯一 
MR ye). TE, RIDER 


JEC), EED =f MEO, aoe at 
PALICE dorm 
+ Seder, (8.44) 


由 于 此 时 Fa BAAN, MAR ADO, AEA (a), EC 
EIX, FRAPPR EAA MY. 下面 ; 叙述 正则 化 
问题 . 
问题 SI。 AEE, DEXA, BRAC), SC VE 
wil? x A, 使 得 
Ji aE), é*(-3) sinf JE dC), EC) =v @, 
(8.45) 
PR oC) = WE, cos Cr CAPE SI, ey fe eee 
和 由 于 映照 soAr (2) + (5 DERAH, Lipschitz 连续 的 ， 
因 呈 ,完全 类 似 于 有 限 稚 混合 控制 问题 ( 见 第 二 章 $ 旬 ， 可 得 
(tte) BARK, A-RAAH. TE, HASSE 
S5 和 和 本章 $1 的 方法 ,可 以 按 步 就 得 地 证 明 下 述 铺 果 。 
定理 3.5 (HD ~ (H8) 成 立 ， 设 吴 为 自 反 的 旦 存在 
r(e) ECLA 人 + (E9, 再 设 
max $ (d, d <h=inf E), (3.46) 
Wh ye vy(-) A PRA AL 09 A RB EEA, A 
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max Avg (a) — (Dot (a), AX (a) + f, (2, DY 
- face, d), 
va (O — Mt e] (©), v8 (2) Noi]; =0, 
(wm) DEXA, (3.47) 
woah, AF MI fo Ny (2.34) 式 给 出 。 
Te BY EB = B85 的 有 关 结 果 的 证 明 非 常 类 似 ， 
唯一 不 同 的 塌方 是 要 用 -次 Stepgall 引 理 ( 好 引 理工 .14) 。 
镜 下 的 问题 是 期 望 得 到 0, (@)—>0(e), Vee X, 
命题 3.6 对 任何 (æ, 办 EXA, T>0, wad), 
ECD ETXA, YE) fe Yel) 分别 为 (3.43) 和 (2.16) 
EET CAC), EC), ©) akt, A 
lim sup |y#@) -y| =0. (3.48) 
ferent 


poe 


WAC Pa EA Be — fi 


ED) = otters |" otsto S, t (8), ACAS 


+ BAEZ rp) E). (8.49) 
则 类 似 于 推论 2.2, 可知 
i Ds, Vee [0, T], neue. (3.50) 


从 而 ， 对 于 B= ii, 有 
AYU SA CO) = AO, Vee (0, T], 


(3.51) 
BRU, H (8.49) 2 fo ME —PE (aR (3. 43) RAG EEE) ,得 到 
ys Œ) =F (i), VEE LO, T , wm, 8.52) 


然后 ,由 (3.50) 及 (3.39) 式 知 , 存 在 ween, 使 得 
Fale Œ), EE) = FO, d), Vie (0, T], kw, 
(3.53) 
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因此 , 3 eee Ht, Rt PE [0, T], € 


bee (0) — vot) | <i] (eat et) 
+] (Come pczes), ae) 
~ e400 F (ya(8), ds)) Ide 
< sap j(ewr- e4r) a 
teraf 


+ BL |" ets jat (8) -ys) lds 
， | 
+ sup | (e4 — etr) f (ys), d(s)) [as 


=yi+ trf e” t=» Ila (s) —ye(s) |ds. 
(8.54) 
中 处 ， 


OF = sup f (e4 — ofr oh 
dared 


+ sup ! (edrr — edr) fy. (8), E(8)) Ids, 
(3.55) 
EREC IDALA NWE mAT, SS a aR i A 
对 每 个 辐 定 的 8 € [0, T] hast 0, RE, ARENA E 
CRIS — RE L., WAPATO A, HA 
Gronwall RER, 可 得 
IEO — volt) | ie + EL og” e ettorde—0, (ueo) 
(3.56) 
HT te [0, T)—R, WERE) (8.52), eMac, 
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OF BEIER T vC AT CRET EC), 
ECD, Eib, EHAE ar RE HHR e oC ika F 
o(-), 此 时 , 前面 的 逼近 引 理 就 发 捍 作 用 了 。 

定理 8.7 对 任何 的 (zy dex xa, 


lim Oh (x) = ut (a), (3.573 
证 RETA 
lim [Je @(), ECD -TAC ECHDI =0 
(3.58) 


ATAC, EC E iX Ki 是 一 致 的 。 为 证 明 此 点 , 首 
先 说 明 ， 
YES, ww, (C+), ECD ELIXA, 
ot) paheet En je] + Lt 
+D Eos O], 8-59 
上 上 式 的 要 点 是 右 端 不 依赖 于 Sm, BEE WHC). 
E(-)) ELIXA, (3.43) 存 在 叭 一 的 解 叭 (.) 。 置 


RO = Nai, Wied, (约定 =o), (3.60) 


TOL? 
则 易 见 
Och) <1, Vi, (8.61) 
AA 


AH (yf (D) = AGa (0) =A Awe CD (3.62) 
因此 , (3.43) 式 可 写成 


ust) =a P RAEC) 
+ f(a? Cs), d(3)) ds + 6&8), (3,62) 
TO) = [ ACs) A, (e)ds, 则 有 


.TT 


a(t) = Act) Ay D 
=A A2) +hOAT 
+| FWG, d(s))ds +8]. 8.64) 
HF, ALEL), eNO” 是 有 意义 的 ， 因 此 ， 由 
(3.64) 式 知 ， 
Ce Alert sayy = a A a) 
[e+]. Fuut), d(s))ds 
+ ECG |. (3.65) 
从 而 , 由 2(0) = 0, 可 得 
JH" 04) - f; eton A,A(s) 


[2 +F Foals d(r) ddr jas 
+ | e [irar A,h(s YE (s) ds 


= g7 And neryar 


. [= + f. Fuge OPE d(r) ar | 
+ 人 gar innar 6 ccs), d(s))ds 


+ g7 Tarca A,h(s) Eds 
jals Ty | 
“KET pwa) (4) a 
WA 
z(t) =e 


dn cr ydr 


=a fi Fulys (8), d{8))ds 
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+ i 
+ etl 29) )da 
+ 5 ete Sinner l g” [tanar 
fel 


e -4n f lincryar 


这 样 ,由 (3.63) 成 知 


La 
yt (t) = gtr finnar 下 


JEX Ea 


+ t g tnd Mra fa (8) ， d(a))as 


+3 othe MOM EG) , (8.66) 
注意 到 G3. 人 LI) 和 (3,33) 式 ,有 
l gtr f irae i sfe Syot Peer ， (3.67) 


Vit 0. 
PA, FRR (3.39) A4 


lys@ Lola) + | ere L(+ |ys(s) Pas 
+ 安 Lert] Es) Xs, (4, t=0, (3.68) 


然后 , 利用 Gronwall 不 等 式 ,类似 于 命题 3. 工 和 推论 2.2 的 
证 明 , 可 得 到 (3.59) 式 。 现 在 , 利用 (3.59) 和 C8.41) 式 , vê > 
0, FHL >O, 使 得 


| A), do) lem are, 
VEC), EC-)) E Li Xa HHO “(3,68 
fF Cu, aoje dte, * 


Vid), EC-)) E of ty X ete 
然后 ,任职 2, 1>0, HS. 68) AM, 存在 下 >0, 使 得 对 给 定 的 
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T>O AREH), ECD) E bX H ters 


jy) |<, Veko, FE (0, Fj. (2.70) 
AMT, RC) YE ICL (3.60), 
A(H=1, Vie (0, T], wea, 《8.7 工 ) 


SAB, APE eR, 
7,080, d()) = far , di), 
Wee LO, TI, (0-3, EC) Eia Han, (8-72) 
这 样 , 对 于 eek, (20-3, EC E A for KH poys YSCO) 
在 [0, 了 上 满足 


yE) = ert + ore- f(y (a), dCs))ds 


rp 全 。 (3,73) 
A, 完全 类 似乎 定理 3.3, 可 以 找到 
EO, ECD E Sha XH nD, 
fH AMAA (3.73) st OY Ce 
lye O~ oF Ol <c@ [e +2 Xie, so] +O N, 
Wie [0， T], poe, (3.74) 
(3.74) 式 右 端 是 独立 于 ee 的 ,同时 ,从 定理 3.3 知 , 它 也 不 
依赖 二 (2G) EC) ELin 和 us 的。 于 是 有 


F288), oC)) ~ FLOG), A) [emds 
MAOR ORLO 
MELONO HORION 


sa j, C + fya (8) [De Biei 


a peo. 


£28 F ye Cs) - 9” (8) [Sede (3.75) 
BL (14 Be eb 7] jel] + ET 
+ BE sl xem (TIJ CTAN 
+20 (TT)? Tet + OCT) FS IT, EN) 
+ TO (TY) 
<C, (Te? + Os (TN + OT OO, (TY, 
ERM CD), Cam OMATT 
(20+), EC)) E A fan X HK tat 
以 玉 上 EE， 男 一 方面 ,注意 到 、 
OB dais di) (07% — 077i) 


<2 kids, dey (3.76) 
[EL +A + jeje) In, 

PEOP KOA 
<J IED -1E | em 

+ BED [erate — ears| 
=z EED HEDE dE- Ep 6747 

+h LCE eTa Ea = Ts) (8.77) 
<a (21 (Es) +9) 674 Cm) 

+A DIE) emari 
<[(2+ jam +a] [E +a]. 

FSH, 对 ur， 得 到 
Pd), ECY AE EC, EO 
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gD +O, (Te? +O (T+T Cm (8.78) 
+[(2+ Log) +200 [z+ el], 


BIL, VE>O, 先 取 T>0, 充分 大 ， BRC 69) 式 成 立 ， 然 后 
取 >10 充 分 小 ,使 得 
OT) et <8, (3.79) 
下 对 这 样 的 了 T>0 和 a>0, He He (O, mo], 使 得 
Ca (TJA + OTI ODI 


+|(2+- Hc) + 204] 4 “+ Op(1 + Jefe) |<é, (8.80 


HEIE, PEN FIRMS, VEO, FE AE (0, ml, 使 得 对 
TEREC), ECI E Shay X É gels 总 可 找到 
EEY, ECD EAEn XH ia 
使 得 
(4 
Yi, (3.81) 
同样 地 ,也 有 
| FSCO), ECD — FEE), ECD cd, (3.82) 
另 一 方面 ,对 给 定 的 了 >0 RHE O, ml, RE 
UEC, EC) lion | EC), EC E Liar) x HA ro} 
是 一 个 有 了 艰 集 。 故 由 命题 3.6 和 及 的 连续 性 知 ， 


imf | ALOE, E- OO, A0) edi = 
oo a . - (3.83) 
RF EEC), ECNE ia AMR Ait, A 
(3.69), (370, E7, BSYME.8DR, HANKAA 
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(3.53) Re AC, ECE Aiax Aias t MA EMIS 
i. 

MEERE, HET ff Xx Mion LR ELO, TT 上 
的 限制 是 在 OO, 了 ;全 ) 中 完全 有 界 的 。 wee AEB 
理 所 讲 的 事实 , CRET (AOR Bee oe, 


§4 Stegall 引 理 的 证 明 


本 节 将 给 出 Stegall 引 理 的 一 个 证 明 .我 们 并 不 准备 全 套 
地 搬出 与 之 有 关 的 所 有 Banach 空间 理论 , 所 以 , 仅 以 Stegall 
.可 理 的 证 明 为 目标 , 略 去 了 不 必要 结论 ， 即 便 如 此 , WE 
应 踏 过 此 节 。 将 此 内 容 安排 于 此 是 为 了 本 书 某 种 程度 上 的 目 
我 完整 ,次 为 一 般 的 书 上 不 会 将 这 样 的 结果 单独 叙述 。 这 样 ， 
为 知道 该 结果 的 证 明 需 要 涉足 太 均 文献 而 不 甚 令 人 满意 。 

定义 4.1 XH —4H Banach 空间 ,(Q, 2) 为 一 个 可 测 
空间 。 称 G, D+ X HHP SM Eto 

ac = 0, 


a(OE. )-3 G(E,), VEEL, Es Es=6, ie], 


(4.1) 
GEE, LAG HAART HMR HH, iad 
RARE EH te RK 


sup 3) [GI <, aD 
此 处 yx A OMETA IRDA, P r= Ea, 加; 两 两 不 交 ， 
且 a= B,, 
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EHR ARS, B(O, E, 办 为 一 个 测度 空间 ， 则 还 可 以 定 
RGMKT wR, HER wi, eR (LH) =0 年 
# GCE) =0, (2p ete HED), 

定 兴 4.2 Banach se XRAR TSA Rw Ae CO, 
Z,u) HAA RNP & (Radon-Nikodym Property), + Æ 3} 
‘iT eRe RREZH HEM RG, DA, HAA 
AGED (Cu, X), 使 得 


HEY = f gdu, WEEE, (4.3) 


4oR KK TALMSA RLS IAA RNP, PHRARAH 
RNP #5, 
利用 Radon-Nikodym #38, A) WR BA RNP 的 。 
上 面 的 定义 ， 实 际 上 就 是 将 无 限 维 空间 分 成 了 两 类 ， 一 类 是 
RA RNP 的 , 另 一 类 是 不 具有 RNP 的 ,而 具有 BNP 的 空间 
RRS H Ro 类 似 的 性 质 。 廊 重要 的 一 奖 具 有 RNP 的 
无 限 维 空间 是 自 反 Banach 空间 。 我 们 将 不 在 这 里 证 明 这 个 
事实 。 正 因为 自 反 Banach 空间 是 具有 RNP H, RRA RNP 
POS SRR CAD. BOA, VBE, 最 典 刑 的 不 上 县 
4 RNP 的 空间 是 (0, 1), BVEO, 1], 470, D, CL0,11, 
六 等 等 。 
ELES XAA Banach ¥ i, D> X ty —-4AF 
4., i DART AHA) (not dentable), PBA Re>O, wif 
对 和 任何 oe D, 均 有 
rE oo (DAA D) (4.4) 
KPMG) = fe EX jije, SDAA LE A 
时 ,名 对 任 订 上 >D， 存在 w@ED, 使 得 
rg co (DAV), (4.5) 
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tik OZ T Bl #4 45 (dentable) 。 

定理 4.4 GAARA RNP, XMS ARFRMAT 
AA, = 

证 ” 反 证 法 , 假如 不 然 , 则 存在 不 可 削弱 的 有 界 子 集 疙 一 
X, REM, Fe e>0, MRR cED, (4.4) 或 成 
a. AW, SHER O>0, sE D, FE AM ae, 0) 0, W 
E Ba, O=1, 以 及 ealw, 6) EDN. (a), R 

|e- Sate, Dels, d)|<d, (4.6) 


不 妨 假 设 a, (2, 6) OCB Lt eS 8b oe, (@, 6), BE 
D, & 

fi: =X T= (LO, D}, (4.7) 
设 . 

J= 2 exe, TEE D, HE a, (4.8) 


DENE (# SHAAF Kia. 我 让 来 构 w Fast 和 Baste 
HEH E =La, b) Ean FE 


以 及 tere, yest E DW ED, 
使 得 
[ss -Ben (tes i) es i) wre 6D 
Br=0, Bn= (b—a) Say (ae, pur) mel, (4.10) 
Tm= [G+ Bm, & + Bm), med, (4.14) 
然后 定义 
“Ra5， 


fina ds Tmn (es, get kins WEL, EEA, (4.12) 


由 (4.9) 式 知 ,在 再 上 , fame, Ait, H e(r oer ) 的 定 
XNE Fa Fna D |e, te (0, D, (4.13) 
A> Tae 为 所 有 In FRAT, D aR. STL, Aner 是 Tu 
的 一 个 加 组 ， 即 x, 的 分 割 点 全 是 zr WSR. eR 
上 的 Lobosgue MBF. W EVRA HIRI AP Sas Hab 
WE FER: 
i (Jae DS texe, EED, WHE Has 
Masi 为 Fy 的 加 细 ， 
4 | fat — fairl) ie， t€[0, D, 1 (4.14) 
| ere Fas Gu |- | ve ~ Tm (ze, ot) 
fy 1 \f ul) 
| aol zE, ont) |e < ri WHE XA,, 
AE, PERRE: 
F(E) =lim{ fudy, VEE L] tm, (4.15) 
由 于 了 是 有 界 的 , Be Fn 是 一 致 月 界 的 ， 从 而 ， (+) Ft 局 rm 
上 的 一 个 有 界 变 差 的 向 量 值 测度， 易 知 ， 它 可 以 扩张 威 为 
B,D = (0, DEK Borel 集 全 体 } 上 的 有 界 人 误差 问 量 值 测 
E, Px A RNP 的 , 故 存在 FELO, 1; X), 使 得 
FE) =| fdu, VEE ZU, 1). (4.16) 


_ o F) 0 
9: =, HUY xe, nel, (G4). (4.17) 
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则 有 
f IGu~ Falan = Zl, [453 — ty [ae 


= nee, | E 


m 3 thy ff e sot 
stim B | yoan| 


Moe WE, 


|F (E) - esu (E) dng 


<È Elf fon -fa 
E 
<2 = ae = 5-79, 00). 
(4.18) 
MT, 
F(E) =lim| gdn, VEE rm, (4.19) 
a SABE, 知道 Ye > 0, FEM, 以 及 eee D, 使 得 
= >) rye 
Hern] 
满足 
TI7-wlan<e。 (4.20) 


HNF mon, ih g.= D OR xe, WALES 22 OTH Ae Be, 
则 有 
fee glee- DB [JED -eshe 


Bente] BCE) 
= $ Ifar- fpo] 
hae (4.21) 
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Pit, 
fi loa- Flaws)” Ige—geldu +f’ jg. flàn 
< 中 上 一 glaz<2e。 (4.22) 


SRR gf. Fh (4.18) sta FP, 但是, (4.19) 
式 告 诉 我 们 , (7. 不 可 能 在 工 1((0, 1); X) Qauchy。 这 是 
AFE. Aie, D DEET. . 

BAM DLE, ERA Mie. Alt, X 
ERA RNP 的 当 且 仅 当 下 中 任何 有 界 集 均 是 可 削弱 的 。 由 
于 该 道 命 题 与 本 节 内 容 无 直接 关系 ， 记 以 就 不 去 证 明 它 
Te 

定义 4.5 4X A Banach sh), D 为 及 的 一 个 子 集 ， 
RMEDRHADH-ABRE SR, BA AGEX*, 使 
得 


wE > af (a), Ve ED\ {ay}, (4,23) 
卫 对 性 柯 e SD, AR 
lim 2 (@,) = æf (s) =sup st (D), (4.24) 
Bo He. 
imie,- zol = 0. (4.25) 


ILO, tak 结存 mo RRS RS DY, 
2324.6 2D Banach Fi] X 的 一 个 子 集 。 ae 
X*, j2*|=1,a>0, t 
S(a*, a, D) = (a D, a* (x) >snp2* (D) ~ a} (4.26) 
Z D t4—-A 43 K (slice), 
THRESH TRA RNP 的 Banach 空间 的 一 个 非 
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EEL fae 

定理 4,7 (Phelps) 2X L—-ARA RNP 的 Banach 
室 间 ， 卫 是 完 的 一 个 非 空 有 界 西 闭 集 ， 其 强 蜂 露点 伴 体 记 为 
Do, 则 有 

D= cobh. (4.27) 

该 定理 表明, 在 具有 RNP 的 Banach FHE, ARAE 
凸 后 集 的 暴露 点 非常 之 党 ， 以 至 于 可 以 用 凸 包 的 方式 生成 到 
AV RAD GPR. A BAL aR, FS EA | 

引 理 4.8 (Bishop) 2D $ Banach # LX 4) -— 4 4 
室 有 界 西 闭 集 。 设 对 任何 一 切片 与 (ww*, a, D), Ve>0, 4 
在 0<B<.9 » rk Rink Sy", B, D), 使 得 

D Siy*, 8, DZS", a, D), 

Gi) diam S Cy*, B, D) 

=sup{|¢-2],2, 2E Si", 8, Dice, 

(ii) [e*-y*|<e, 

Rn DAt- EY AS-ADHBRE LDA R 
RE ASH SHE, 

证 RGRDRERERAL, ES", a, D) A DHE 
BT, Hy =o", fo =a, MU HE, TARA] 0<B1< Ae, 
UReyt eX", aR 

St, Bi, DESSU”, Bo, D), 


, “ Bo. 
| diam S yf, 81, D) < 2 (4.28) 


l B 
yf gts a 


HHA, Be ian, Bob 满足 下 述 条 件 ， 


S (yha, Baris DS (y*, Bas D), 


dlam S (yt,s, Pasty D) <- 
I < 人， (4.28) 
Baa 22, 
yt} =1, 
易 知 , dy) 是 Oauchy 的 , 故 可 设 
yt t0%, jet =1, eX", (4.80) 


由 于 SQM, B,D) 是 闭 的 ， 故 由 (4.29) 式 的 第 一 IREX 
的 完备 性 知 ,存在 
{£o} = (Sar, Bas D) + (4.31) 
再 由 (4.29) 的 第 三 、 四 式 及 (4.30) 式 知 
lat -t |< Š južno c È Se 
<E. (4.82) 
所 以 ,对 任何 SEDERE D AMARA), A 
Jet (z)-9t(@) |<let-yt}< fe, nes, (4.83) 


Hatem ce S (at, 4, D), 有 


38, 
4 


sup yt (D) ~ Žin <sup 2% (D) ~ fp 


aet (a) -Eryt (a), 4.84) 
Am sE S @%, Ba, D). ZARY 
Ses, fe, Dp)es s, Bas D), Wal (4.35) 


C3 


- 290.» 


Hy (4.31) R (4.29) PAO, 


{a} = Oss, 的 , D) ， (4.36) 
diamS(a?, Be., 也) 一 0， (n> oo] ， (4.37) 
因此 可 得 
2% (0) snp 23 (D) - Êe, n=, (4.38) 
&n+co, TPR 
si(a) = sup a*(D), (4.38) 
St, CD, 满足 
Hm a8 (ty) = 2% (v0) , (4.40) 
则 有 


a, € S(a*, o% (x) — 23 lw), D), kL (4.41) 
(4.36) AR, tut, Ait, oo 为 总 的 一 个 强暴 露点 。 今 设 
D WD 的 强暴 句点 全 体 。 则 co DoD, 假如 存在 ec D 
co.D,, njh Hahn-Banach HM, FeFEsPE X*, Jat] =1, 
使 得 


2% (tq) > sup 2*(co De), (4.42) 
记 B= Le? (us) ~ sup 24(coD,)]>0, 
bu 
rE S(x%, B, D), (4.48) 
等 价 于 v 
a% (æ) =sup(D) — B= wt (ay) — 8> supat o Do. 
(4.44) 
故 知 加 
Ss, 8, D) 门 co = 站。 (4.45) 
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TLIE, DN Swe, 8, M 中 至 少 存在 一 个 小 的 强暴 圳 
点 。 国 此 , 信 ,45) 式 是 不 或 立 的 ， BERER o hD 

al 4.9 (Phelps) 4 4% AA RNP 的 Banach z 
H, K AX Paes ARBAB, r" exe, je*Jal, B 
a” AKERE, 而 又 有 

Koge Xj), (4.46) 

ajetet eE (0,1), Ade Bo > 0, 使 得 对 任何 BE (0, By), 34 
看 在 殷 片 Sy", 8, K), A 


diam S(y*, 8, K)<e, (4.47) 
S(y*, B, Kicive Kle*(2) >O}, (4,48) 
jet- gje, (4.49) 
证 记 N= {re Xje* (2) =O}, 
thas is KnN=4, 


利用 定理 4.4 知 ,五 EAA, BOWE ee (0, 1), 
FFE DEK, HER 
og co(K\H.(")), (4.50) 
所 以 ， 南西 集 分 高 性 定理 知 ， FE ye X*, ly*]=1, UR 
O>0, 使 得 


y" (œ) =y" (co(K\ HV. 0))) +ð, (4.51) 
FE, 游 取 Bo =ð, SUSE tay BE (0, Ba) 里 有 
Sa, 8, ESA), (4.52) 


事实 上 ,车 zE EVV. (@), WH 4. 5D, 
y” (2) <a" (@) 一 
<sup y* iK) -é< sup y*(K) - B, 
E zg Sc", B, K), wea. FQ ster, BAY, (4.47) hat 
ME. GEWE 1° T, 4.489) REG Re. ) 
Wi 2° Kl Nee, 
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MER, 使 得 凡人 (9 HER, 这 是 可 人 以 办 到 的 ， 多 
EHER eC KNW, HX TaESA Fa 


TN =y- 2 Ee) yye X, (4.58) 


#* (2) 
mB I, 
TD =2-2(¢@—-#) = -2+ 28, (4.54) 
从 而 ， 
w= GETA. (4.55) 
FRE RB ce VN, 有 
r _ _ 2a*(y) (2-2) 
Ti) =T, fy (a) ] 
ay 28") (sw) 
Y a*t 
opea 22 LY) m-e) 
一 Bz [v PETE Le aa) 
EY, 
因此 ,得 到 
T= IT, Wee KN, (4.56) 
TN =Y, Wye N, EKO N., o (4.57) 
Fie*t=1, BS TAR, 
P lt alze M 
: i ajd t BaO sl + TPT sup [2] = te 
(4.58) 
FEX , 
A= {KU (T(E), rE ENMNN}, _ 
K, SOJA, (4.59) 


则 由 (4.583 AA E HAREN, LAA. WHE 
«203 - 


4.4, R kK, 是 可 削弱 的 。 所 以 ,根据 情形 工 的 证 明 ， 存 在 
Wr Sa", a, Ki), 使 得 


diam S(y",a, K.)<d=a*@A-y,-, 4.60) 
qd 


MAF 

sup y* (Ea) = Sup sup y*(K’), 
故 存在 Ky Gf, 使 得 

sup y* (Ky) >sup y*(K,) -a (4.81) 
& 

Ao = sap y* (Ko) ~ [supy"(K,)-a] >0, (4.69 
WHET ee SC B, Ky), BE O, Hy), HA 
y* (@) + B= sup y" (Ky), 
Ail, Hi (4.52) RM, 
y* (@) + ay" (x) +8- sup y* (Ky) + supy" CER) 


-=sp a” (Ky), 
Hares”, a, 其!) 。 从 而 得 到 
Sy", B, KD) SS (y*, a, Ky), (4.63) 
因此 , Fa (4.60) 式 知 ， 
diam S(y*, B, Ky) <d, (4,64) 
往 证 
Sia”, a, KD NENN=$. (4.65) 
PARR, ER ce Sy", a, KNNOENN, 则 由 4.65) A 
erT, -2E8 Ky", a, K). (4.66) 


Rit, ERB) 2, Tare K 以 及 
Sy" @) ty" (TD) tasg" le) +a>supy* (KD, 
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WA, 2ESy*, a, KDR To cE SG a, KD, HF Se, 
a, KE) BOM, HASH e, cl file, Ta] 表示 连接 z 
Alc Uo Ta eR, A 

[z, 2] CS (y*, a, Ki) 或 [z, Tz] CS iy", a, Ky). 


(4.67) 
因此 注意 到 (4.55) (4.60), 4 
d>diam S(y*, a, K) >È ja- Teal 
= fe—z] =a" (2-0) =r" (Sd, 
这 是 一 个 矛盾 .因此 , {4.65) 式 成 立 。 从 而 更 有 
S(y*, B, Ky) NENN=¢. (4.68) 


& Ky=K, m 
S(y*, 8, Ky) =S(y*, 8, E) 
WE 4.47). 4.49R, Me KK, Weece KN, 
使 得 Ky = TK), Bes 
KaT (Sy, B, Ko) 
=T31(8(y*, B, Te(K))) 
= {T 0) yE TE), 
yD sup y* (T.(K)) — 8} 
= (kE K, T*y* (b) soup Tty* (K) - 6} 
=S(Tty*, 8, K), 
EEK- E 
diam S(Tty*, 8, K)<|T34|diam S(y*, 8, Ky) 
<IT [d= [Tais Mdse. 
(4.69) 
同时 ,也 必 有 有 
EnknN=4, (4.70) 
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WR EEA VER NENN, WH (4.57) 281 
y=T AWD ES (y*, B, Ky). 
AH Sat, B, KO NENN =A, x55 4.68) AF. 
oe ERARE 1° 和 2°, 可 知 ,总 可 找到 切片 SCy*,p, ED, 
{EI (4.47), (4.48) RRE. 
RF (4.49) 50. With, 2 


M=suplaļl, a= $E, 
证 
F=co(KU wE N| jx] cao we X |e" tw) SO}, 
(4.71) 
Sb PY, H EEmMEH, FEM Sy, 8, F), 使 得 
diam S(y*, 8, F)<e, (4.72) 
SQ", B, FYE EF a) >O}, (4.78) 
PASE 
sup y*(K) =supy*(F), (4.74) 
GRR TERR KP, 必 有 
sup y* (K) <sup y* (F). (4.75) 
于 是 ,存在 OE N, Jelah, 使 得 
y" (eq) >sup y" (E), 
1 nce) eaup(y*(x), cE N, lejar- f. (4.78) 


从 而 ， 
af” (m) = sup y*(F) ~ B, 
ieee NNS”, 6), RH4IDRFS, Wb, (4.74) 
FUR Vw. PRE, EM ee Sy, 8, KD, 47 
oy” (a) 2sup y" (K) -B= supy” (F) 一 有 
AI, 
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Sy, B, K)SS(y", B, P). (4.77) 
这 样 , Wh (4.72), 4.73) ste, 4.47), (4.48) UR. TEU 
(4.49)50. Bi 
we Sy”, B, EES", 8, F). 
H (4.73) 041, 
gy” (wu) supiy" @) we N, jeja Aly", (4.78) 
事实 上 , 车 上 式 不 成 立 , 则 存在 TEN, [ol <a, 使 得 
> 人 SP 人) 一 有 
所 以 可 得 *E NNS GE”, 8, F) ， 这 又 与 (4.73) AFA. W 
此 , (4.78) ease. MM 
jj [o"j E, (4.79) 


由 Habn-Banach 定理 ， 可 将 y” ly ULMER EX, 家 
有 


i*i <10., (4.80) 


BA, 
(y*-2")|x=0, 
任 取 mE X, {19 w™ (wy) 0, ARG EY 


2* (e) ’ 
mA 
yt ste an", (4.81) 
aco, 则 可 得 
jo" ty = [A to tel fal | + far 
<< | fy*|— iyt- "i + [2*] 
<r r, (4.82) 
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FE, 注意 到 af 四 POUR uM, 有 
Fw) DD TD 
Hj 


<lat ti UO 
ERR y) > OCW (4.78) KR), MAE 


r è A 
AEM = a å< 5 
WATS. MRACSHO, Mitt ve K (Ai [vl<M), 
知 


jz*-g*] =| oo" ol -ol + ja] 
2 2M e 
Sa 


it (4.49) HE. 
利用 上 上 述 两 个 引 理 ,我们 来 证 明定 理 和 .7。 
定理 4.7 的 证 明 设 s>0, S@*,a, D HDAN 
Kh. SPB D, Wik 
sup g” (CD) =a, (4.83) 
所 以 有 
K= {@€ Dia* (m0 = S(a@*, a, D). (4,84) 
由 <a>0 知 ,存在 YE 已, 使 得 
a* (x) >sup a* (D) -a=90, (4.85) 
即 
EQ) {E X, a* (2) >0} 0, (4.86) 
今 设 eE (0, 1), 则 下 引 理 和 .3 RI, 存在 切片 


Sa", B, KE), 0<a<, 
使 得 
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diam Sy", B, KD < 2 
{sre KR)C {rE Xjx* (@)} >O}, (4.87) 
|a*—y™]<e, 
注意 到 
Soa, 8, REGK=S(*, a, D) (4.88) 
今 再 证 
Sy", 8, DSS ty*, 8, E. (4.89) 
A, (ERR ee DVS cy", 8, K), KARAM PEE 
@) w€Kk, Hees’, B, ED, MARA 
y* (a) <sup y* (K) ~ B<sup y* (D) ~ B, 
从 而 得 到 cE Sy", B,D), 
di) sé K, AKAM, w” (e) <0, SER 
zE Sy*, B, EDC fe X]a*(@) >0), 
MB T e" (2) >O, w* (w) <0, HEE wE, 2], 使 得 
a*(w) =0, 
Minh a we Sa", 8, K), AE, 
y” (e) < sup y* (K) - B, (4.90) 
H wee, GA, FE O< AS], 使 得 如 = det dA bk 
w 工 一 
ak eae eee 
从 而 ,由 z APERE DAH 
TORE TA OREO 


<5 L [snpy*(K) -81 ~ 45h (supy* (E) — 8] 


= supy" (K) -— 8. 
MURATE SO, 8 K). Am, 4.89) ZE., ae 
(4.88) sh, 得 到 
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Siy*, 8, DS, a, D. (4.91) 
AC SL HL 和 .3 AUR ST A, MT Ae GE 
Hie 4.10 过 至 是 一 个 具 有 RNP éj Banach & ij, D 
XP ARR, Mek coD ye gk aw eADY, 
证 ABM, WEA ote X*, 


sup t" (D) = saps" (c0 D), (4.92) 
Ki, IHEM a>0, 有 
S(x*, a, D)SS(a*,a, cod), (4.93) 


SR HOD E-TAEA, Bate X*, fat = 
|, (Hi af Ge eye co D akip coD, h 4t.93) RA, A 
(El a>O, JFE Sa E D, 使 得 

u* (ta) sup it (co. D) —a, 
AAT, Fa PRS GREE Bl, to ey HH ORE, BME DS 

Hit 4.11 XE #2 A RNP éh Banach ij, D AX 
i AER, MA ARRE DUR i ai AXP 
E, 

证 ”对 任何 2*E X*, Jejel, SR HY Se", a, 
D),a>0, HER 4.7 RSA. BAT, Ray AE Diy 
一 个 强暴 露点 2， 县 对 适当 选取 的 四 BY PEAY HR ae Be ZO 
己任 意 接近 x*, 这 就 证 得 了 推论 . 

TH, 我 们 来 投 述 并 证 朋 本 节 的 主要 结果， 

定理 5.12 (Stegall 引 理 ) HIA- ARE RNP ú} 
Banach 空间 ,也 AAPA RR, fF: DR REFER E 
AMR BR. MHE 6>0, 存在 2rE X*, lato, KE 
f+ BRE DO, 即 存 在 oye D, ey 

Flag) + 2* (Co) > f (Œ) 十 (@), VEE D\ ro) a (4.94) 
Haiti ED, RA 
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lim Cf En) +2" x) ] = fe) + 2* (0), 
A 
lim le = Te I = D, 
证 不 妨 设 
sup FD = 


(4.93) 


(4.98) 


(4.97) 


KEM: DU (—P)>R 如 下 (此 处 , -D= (—a|e€ D), 


HOF sE D\(-D), 
F- 9), zE (—D)\D, 
BN, g 基 了 的 一 个 * 偶 延 拓 ”。 L 
g-e) =g), VeEDU(-D), 
sup gDU (— D)) = sup f(D) =1, 
同时 ,对 任何 aCR, 集合 
EDUC- D) [g 0) =a} 
= {ED (—D) | f (E) a 
U wE TDD 
= we D\(—D) | f(@) >a} 
U (= WED -DI fw) >a) 
万 闭 的 。 困 此 ,9 MRE ERER, > 


(ia, +) _ ; 
zæ a: EDU. D, Oxts<t} 
WHE XxR 中 的 一 个 闭 集 . ELE HE 


= etn ty) 
43 (Un, Sx) =- qe 9 


F@VF(-2), EDN(-D, 
g) 


bd 


gaT er PH, 
(4.102) 


(4,98) 


(4.99) 
(4.100) 


(4.101) 
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人 则 出 于 & E FO, 1), ae E(-%, 1], ka 
-1l<—_ > KAET] 可 <0, vkl, (4.108) 

所 以 ,不 妨 设 
一 > 1,0 —» 0a 4,104 
ET 0), oo), (4.100 


F r=0, WHOMAATE TM (y, 8) = (0, OCH, SHT 
<0, WA 


Tyce D, (hoo), (4.105) 

另外 ,可 设 
ty>te (0, 1], (4.106) 
g(r) >p E C- o, 1], (4.107) 


此 处 , 田 于 t+0, geo TH RAR. 现在 ， 由 9 HbR 
续 性 可 知 
NEJE). (4.108) 
今 取 
f= p25 « [0, 1}, 
mA 


_ 1 a $ 2- _ da, 2. 
(y, 8) =t@, 1) = 站 EE, 


(4. 109) 
这 说 明 , 吾 是 XxX Rp PR, Bb, HOM AAER 
(4.100) RH, E GRAH. ABMBXxXR GAA 
RNP, Alk, eee 4.11 知 ， 对 尾 给 的 6E (0,1) 以 及 O, 
=1) E€ (X xR)" = X* KR, FECT, at) CX" xR, HG 


Ia loo, jL+a¥, <å, {4.110} 
Hep of) BRET Hh OI) | N RE 
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g OT) FAD SB ng NE) +09), 


VYOoxiel, ENU CD), (4.111) 

在 上 式 中 , 取 #= 0, 得 知 右 端 是 非 负 的 。 存 在 常数 06>0, 使 

得 当 4 充分 小 时 ,有 

ty 

geo) — 2 

这 里 应 注意 (fo, D RR OM, SRG. UDAT 
My MI) HY Be he 0), (4.111) RAN 

tta) tafega lg -2), 


JE 


(9 (ay) +a%) =0:>0>0, (4.112) 


从 而 得 到 
一 > 7® - Wee D, (4.113) 


Ai, $40, AAF. Kh EDRR. E, 
HE Tan 得 


ay UFD taal + 


ze v= g {vo y- ~2 
再 直 强 暴露 性 , 得 到 页 =1。 记 
ae = ge, ae = 5 at, (4.114) 
则 有 
jasje + 6, V6 充 分 小 ， (4.115) 
EST? (28 (a) +69) = 1, (4.116) 
& e= +1, 使 得 


出 ! =E D, 
而 且 ( 注 意 gCo = flea) VF (- 20), Ym EDN (- BD), 
ga) =g) = fle) =f E), (4.117) 


303. 


PER ct = — 8%, ph (4.116) 式 知 
g) +23 (%) = 2+ 48, (4,118) 
Ha (4.111) #1 (4.116) AA 
g(a) +2%(e) <24+4%, Yee DUC- D, (4.119) 
故 可 得 
Fle) +aF (w) = 24+ 4% = + rt (e), YrED, 
(4.120) 
SH tE D, 使 得 
SEn) HEF (2) > f) et Csi), (=), (4,121) 


则 由 
F) + 2% @y) Lg En) +48 (2), 
知 
9 a) HET ey) > f(r) +8 (a) = gla) tata), 
(Eon) , (4,122) 
TAR Ih BE 
中 fm +o, TF (Ly) HA, 
于 是 有 
htk=ot) +23 (a), 
从 而 ， 
Gr) 二) -aiaa 
Gr) — 2 
-» GE) + nae ZAT ag, (4.123) 


而 由 (4.118) 式 知 


GO) + Rm) et ea) -2 


Y) ~ 2 
=(2* g CE Tu, 1) 
(£4, 2 (Em 2) 
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因此 , rH a BE 
EGET D = (Za, Dn {ko) 
g(ezy) — 2 g(%) -2 ` , 


从 而 必 有 有 


igg -m| = {ery — l0, 


E fat ÆA e WAR D. 


(4.124) 
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第 五 章 粘性 解 理论 的 应 用 


本 章 将 给 出 粘性 解 理 论 的 一 些 应 月 ， 


$1 能 控 区 域 的 确定 


溢 虚 下 述 非 线 性 定常 控制 系统 
Galt) = F(E), Wi) 0， 
| Yt0) = 2, 
Wak, RERRE Y O RET R”, 而 控制 作用 uC) BF 
某 个 度量 空间 忆 。 我 们 所 关心 的 是 下 述 问题 ， 对 给 和 定 的 集合 
MCR", SRBPAM PH c CR", HEGRE E 
uC), HRM so RESME, Pl, ibe ee eR, ic 
BO, co} = fu, [0, co) U ful) A AT). 
P fR xU >R" 满足 下 述 条 件 ; 存 在 常数 工 >0, 使 得 
fiz, wo fa OH) <blo-é), vr AER, vel, 
(1.2) 
f(s, wW JELL ie), Vie, vw ER, (1.3) 
这 样 ; EMEA ae CR ul )EYLO, œ), (1.1) FEHB 
EE, EIE Yeu) Hee. HEM 
C(M)= {rtER"| FH uC EW[0, œ), HERET 
S0, Ylh E M), (1.4) 
ARCOM) AC.L) AKT RAM 2 Bo. RIM H A 
AU PERRO He RE COD, Fi, HBM E R" 中 的 
+ 3065 


(1.1) 


一 个 非 空 闭 于 集 。 易 见 , 总 有 
MEC), (1.5) 
现在 , 对 任何 “ER", 定义 
ALa = {CF uC) ECO, co) xR EO, co) lystre) EMY, 


(1.6) 
Wy {U(E RETO, 00) gr € [0 co), 使 得 (7, uO E ota 
(1.7) 

于 是 ;有 
OCM)= {sE R*| of, eb), (1.8) 

B+ 

Te, u(-}) = inf {re [0, co) | (r,u(-))} €.ofs}, nfa oo}, 
(1.9) 


Vie, uC) ER x &[0, æ), 
4ceEC(M), ude. Tie, u) BRR MR Gels 
uC-)) BREEAM A Ae, T A i EE a m a 
ny. 
命题 1.1 ADDAA. PLM Hp, 
() w EM; 
(i) Te, uf -)) =0, Yuc- ) EY [0, oo}; 
Gil) Aw u EMO, o), HIF Tea, ul-)) = 9, 
hme a, Boe M, WHER ERU Eew 
[0, oo), 
Ta, ul) >0, (1.10) 
进一步 地 , 由 了 (zs eC DAE a, BPRS. 
命题 1.2 系统 (1.1) 关于 用 的 能 控 区 域 C( 关 ) 可 表示 
为 
C(M)=f@ER! inf Tae, uC))<æ}, 1.1 
ut EL 
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BE, UIE Tie, ul) HF uC NEW, ©} 的 下 
MA. AEREA- ARREA. T 
inf T(w,u(-))- +0, We¢C(M), (1.12) 


CERT) 
HERMA Te, ul) RAT, TE, SAP RI 
Le, (7, UO) Ea, 
Paes aD) -| OoOO Deae OM 
48 FAG. 
HAT 对 任意 的 TER"， 寻找 (7, B(-)) € £0, o0) x 
HLO, oo}, {i iF 
Vary BC sinfi A WY) Cr, ul -)) € (0, 0) 
XO, oj} Sole), (1.14) 
Hy CL 14) let MO ie OC +) AR A T a 
定理 1.3 ARIAT M HEE RROCM) TAR 
4 CCM) = (ER Tv) <1}, (1.15) 
证 HeeC(M), MRE TE 0, w)R u O EgO, 
co)， 使 得 (7 UC+)) EA FR, 
vasl- erel, 
R24 e@)<1, WBE, OE Cr, uE., MTD, 
由 红 .8) 式 知 xEC(CM)， | | 
(Lin BLE WEL Be oC) 是 某 一 个 HJB ye — a Hi E 
o KERRE IB 方程 ;那么 对 CCM) MAL. (1.15) 
AGERE YT. HA1.13) hse CH AZ HRA HE 
PRB AP. A, SF oC)» 必须 重新 讨 
论 。 先 引进 一 些 概念 。 
EMA 系统 (1.1) 称 为 是 关于 导 局 部 能 控 的 ,如果 对 
fig oe M, 3 g 6=6(@) >0, 使 得 
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No(s) = ER | < CCUM), (1.16; 
HF O>OPRAERRAT CEM, WHA 红 .1) AF 
致 局 部 能 控 的 。 

容易 知道 下 述 命题 是 成 立 的 。 

命题 1.5 Aad DTM RSL 8 

McInte(M), (1.17) 
而 系统 代 .1) 关 于 型 一 致 局 部 能 控 当 且 仅 当 存 在 O>O, 使 得 
A (M) = eR \d(a, M)<d}cO(M), (1.18) 
LUMA REM, AMARA Fp, 

SRE 11) 关于 型 是 局 部 能 控 的 ， 则 对 ”E 型 ,存在 
O>0, HFE w), 总 可 找到 (A OE2, WÈ, 一 
般 而 言 , 并 不 知道 7+ 是否 较 小 ， 直 观 上 讲 , 我 们 期 望 生 越 靠近 
六， 相应 的 了 就 应 该 越 小 。 而 定义 1.4 yy PAB BS EE 
不 能 保证 上 侧 所 说 的 ， 于 基 , 再 引进 下 面 的 概念 ， 

定义 1.6 系统 代 .1) 称 为 是 关于 前 盘 时 间 局 部 能 控 的 ， 
wR eM, fttpe>d, Ae =d, e)>0, i Bat 
EEEN), BEA UD Ey RA 

feo, e], (1.19) 
SELEY G=d(e) >0 RRM CEM, Me AK d. Zi 
时 间 一 致 局 部 能 控 的 。 

上 面 的 定义 讲 , 当 系 统 (1.1) 关于 于 是 短 时 间 局 部 能 控 
At, HENSEM, e>0, 总 可 找到 5= d(x, e)>0, 使 得 当 
È ENa) Rf, WARA FELO, e], O ERLO, co), 满足 

gsr UCEM, (1-20) 
由 条 件 G2, 2.3) 式 可 知 ， 还 有 如 下 销 论 ， 即 所 有 的 点 
W UCE, eh 不 会 远离 本。 换言之 ， 若 1.2), 
LDAN 县 又 统 (+.1) 关 于 集合 亲 是 短 时 间 局 部 能 控 的 ， 
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mW Wee M,e,o>0, 30= dw E,0) >0, 784 BEN (a) 
时 ,可 找到 ?了 E (0, el, UCERO, oo), HB d.20) Ku 
及 
dysl u(-)), M)<o, YEE LO, ©], (1.21) 
命题 1.7 设 侍 ,2), (1.3) 式 成 主 , 系统 ADATMR 
Aye HH. M CUM) RAR, 
证 Beco, MRE (uC) E94s。 也 即 (注意 
(LiDAR) 
Yaru )) E A CIntC Can), (1.22) 
出 第 一 章 命题 2.6 知 , 对 任何 ER", 
lve(ryuC-))-ys(ryuC-}i<er|x—#], (1.28) 
因此 ,可 找到 6>0, 使 得 当 名 Es(w) 时 ， 
ynu EIntOCM) COCM), (1,24) 
从 而 ,存在 O, 80220 EA ypris 因此 ,车 记 
_ u(t), te[0,7], 
Kol eee, te Cry co) 。 
M 2C-)EWLO, 00), A (r+? Eos, MMSE C(M), 
LED 
A s(#)CC(M), 
TEER C), 有 下 面 重要 的 结 黑 ， 
定理 1.8 EDDA, MCR ZESAR, 
RAB CD 关于 用 是 经 时 间 一 致 局 部 能 控 的 。 则 值 函 数 
oC +) Rik AAG 
v(x) =0, VwE M, (1.25) 
O<v(~) <1, Vet COM)\M, (1.26) 
lim  v(#)=1, 关于 of E80(M) 一 致 。 (1.27) 


Tp) 


证 首先 ,由 2(-) AEM, BE. 25a. 2A, BM 
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E A oC) ECOD LES. Ai ER ech, 
MESELT 知 ， 存 在 四 >0, EEN a OCCA. Kil, 
由 (1L.26) 式 知 ， 在 在 e >0， 使 得 

vB EL -en VEE A, (2), (1.28) 


对 于 任何 2E fos) 以 及 ee (0, £2], 存在 
(Pas 8 )) Ei» 使 得 
pA) Ta, HSL E OEE es 
(1.29) 
因此 ， 
o<t,<log-*, yee(o, £1], @24,(@), (1.80) 
Ep 2 
RAC. DAXTME MKEBE, 故 出 定义 1.6 
知 , 对 ec(0， 导 ]， 存 在 9=e(e)>0， 使 得 对 任何 3E 
NaM), FE (CF, 让 EU0<y<ses。 现 在 ,对 
| g e(o, s] ; 
Rog>O 足够 小 ,使 得 
2 L 
20 (2) <d(e), (1.81) 
WET 2,864 ,,(a), 由 第 一 章 命 题 2.6， 


jys Pes BC) —¥s (Pas BC -)) | Se |2-B] 
(1.32) 


eta 2) -204 = 2a, (ZY cale). 
KIN ve Pes B.C) EM ICM), REE 
GFE ESD CM y pl ehia)” Uarra, EM 
"41 ， 


a.l), FE TCD, 7,1], 


— = | 3 
w(t} | Gt), 4€ (Pos œ). (1.83) 
Way tF B.(-)) Ez AU. 
P(E + F, Wael -)} = 十 一 error 
(1.34) 


=J (Pus B,C)) teL- e) 

<o(#) + et e Teol) Qe, 
AT EMA ERM, BOR OO) CUD ER 
AE, 现在, TEC .27) MR, AEM, BA o>, 以 及 
{ep} COCA), 使 得 


Alm, OOM) < 1 l vet, (1.85) 
o(2,)<l—e9, “Vet. (1.36) 


若 岂 (I.36) 式 知 , 存在 Cus WC) EA es 以 及 常数 Cord, 
使 得 


O<t,<0C,, Yil, (1.87) 
于 是 ,由 第 一 童 命题 2.6 知 , 对 任何 e>0, FE O=d(e) >0, 
E734 PEN OOH, 

Sns DD EM (HM), (1.88) 


Mih Hae, WHE o> 0, ACD COM), 于 是 ， 
te (1.38) sR TELE O>0, 不 依赖 于 be, 使 得 
BEO(M), VEEN slay), kl. (1.89) 
这 意味 着 
Alay, OC(M)) 6, Vir, (1.40) 
这 与 位 .35) 式 了 矛盾， 因此 全 .中 】》 式 成 立 ， Fa o) 在 
R" bE, AJER ACOD Bvm) =, 
AT (APRS PE SEVE DE. AET AY E EIR 
理 和 了 HJB 方程 ,和 值得 注意 的 是 ,这 是 一 个 具有 终端 约束 的 问 
„32. 


W, THAI eM REN, Bæ, RA e 
方法 自前 还 不 能 用 来 处 理 一 般 民 有 终端 约束 的 问题 ， 所 老 的 
是, 更 在 的 癌 王 比较 特殊 , 我 们 还 能 用 动态 规划 方法 来 姓 蜡 。 
但是 ;在 处 理 过 程 中 ,将 看 出 一 些 不 同 的 地 方 。 

定理 1.9 £01.29, A DARZEMAARAR, 
ABA .DATMAA BRIE, Mate eeECUM, È 
fe 3>0, 使 得 
va)= inf {ette tvy dtu))), VEE (0, s], 

HC EL oe) 
(1.41) 
证 OW TECOM)\M, AEA, 存在 81 >O, 使 得 
yo(tsuC-)) ECCM)\M, Yul- JERO, ©), t€(0, si], 


(1.42) 
Sete UCERO, 0), tE [os 证 
Cy W) E 9% gy ctesutals 
然后 定义 
u(t), TELO, tj; 
ace) =| wri), TEC ©), 1.48) 


则 易 见 (f+ 了 GC) € of. AM, 

Vm Ea 和 于 一 ee 
=l-e'+e%[l-e*] (1.44) 
sleet ey ein (rs WO), 

AF (rs VCD Es, 000) 是 任意 的 ,得 到 
we) Ele te vt Vu) ERED, oo), 
(1.45) 
故 得 
归公 一 二 


HC JEG LU) 
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=W (2, t), ted, si], (1.46) 
反之 ,对 任何 e>0, GA Cr, eel) Ewe, 使 得 


DE) oT, , Uy { y) 一 (1.47) 
ft céC(M)\M, BOR s>0, W19 
Taos Ve >, (1.48) 


SHEM ELO, sol, E 
CT) =U lÉ tT) TE[0, ce), 
则 有 rely BoC) Cy teed. EUR, HOA AME 
YP) +e=l—e7 
=1— entte tly, terug tt) (Pom by Ba) 
Del - et e UY E ue -))) SW HD). 
AIE, HER s=min {50 si}, 
利用 上 面 的 结果 , 如同 第 二 章 中 一 样 ,可 以 容易 地 得 到 下 
述 结论 ， 
定理 1.10 设 定 理 1.9 HAHAA, MEERA) 
ECICR"), 则 w(') RA PRM A, 


rin Vat)) =0, ERM, (1.49) 

vw |ay = 0, 

其 中 ， 

H(a, p)=1+inf <p, f(@,4)), Væ, p) ER"xR". 
(1.50) 


需要 注意 的 是 ， 在 (1.41) 式 中 ， 下 确 界 是 对 所 有 的 
uO ERO, RN, 而 不 仅仅 是 对 We. 取 的 。 对 于 给 定 的 
fEC(M)\M, RAW. 中 网 控制 才能 使 “通过 系统 转移 到 
Mp, Aie, ERLEA TRET Ke KE, H, W 
POSER S110, HE, ARAMARK SE 
UD, oo KER, BMY e HE i, H ERT CNM, 并 且 。 
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AR Ba ep 2, 还 有 时 间 上 的 限制 , 即 代 ,41) 式 不 能 对 和 任 
何 #>0 成 立 , 只 能 对 某 个 依 丈 于 # 的 区 间 [0, s] .上 成 立 ; 但 
该 些 限制 对 得 到 代 . 各 ) 来 讲 是 没有 影响 前 。 
定理 1.11 £2, DAR, MAR pM 
t. BARA DATM ERE BARRE, 财 值 函数 
OC -) (1.49) 98 — 85 A Rk A 
证 A, HO. 4DAIKRUPREBHAEK, WE 
函数 2( ACOA) M ER PEMA PF RE (1.49) 
的 , 另外 ,由 于 
pr) =l, sE RSCM), (1.51) 
Hol) FER VCC) 上 也 满足 (1.49) , RRR 
满足 的 。 因 此 ， 需 证 ol) OCU) LEE BOM 
Ti OT. Aw, BE pC) COCR" MM), oC- pC) 在 
m €O0(M) 处 达到 一 个 局 部 极 大 什 ， CCM) HEM 
短 时 间 一 至 局 部 能 控 作 , Eig eel, 有 
Ya, ty) ECOD, Y0, (1.52) 
而 由 2 ASE 
u(y) 一 P(e) us) 一 gle), (1.53) 
AS ow ike, ERA (1.52) 90(1.51)R), 因此, 当 i>0 
充 秃 小 时 ， 
Pv EPY HD + or) ~L= p(y, ttu) (1.54) 
故 得 


QE <p lt), {mos u), Vee U. (1.55) 


TH 
Ua) — Alay, Paleo) ) 


=1-1-inf Prt Tn) f(r, UD, (1. 56) 
所 以 eC) FE (1.49) HARET Ee thd — 
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EELE, Ho) Æ.) SA ER, EP TIE 
明 与 第 三 章 83 中 的 娄 伏 。 Ee. UMAR ME 
R'E. 利用 那里 的 方法 , 若 有 两 个 精 性 解 C+) 和 OCD 则 
有 

ofa) 一 gc)<Sap Cold — O(a) =9, (1.57) 


从 而 得 到 0-8, 由 对 称 性 , 即 得 2= 8, 

A LNA, WEBB, AOR COD, FORM 
代 . 得 ?的 唯一 的 精 性 解 OC), 然后， 由 1.15) 式 可 以 定 出 
CM). 

作为 上 面 结果 的 一 个 诺 用, 考察 下 面 的 系统 ， 


JE = FE), t0, (1.58) 
DAM RABRRA BG Ad. RR 
f(0) =0, (1.59) 


[f(t - fe) | Le, V2, FER, (1.60) 

Hy =0 20.58). FESO, 使 很 对 
ARABI o € A“ (0), HEC. SELL a A A RE a (满足 
lim y(t) =0. (1.61) 


TEAS BP, AR yO RE.) 的 一 个 渐 近 稳定 

解 的 话 , 常常 可 以 找到 一 个 8>0 潢 尼 上 面条 件 。 现在， 问题 
EA Ae 

S= {e ER"|lim y(i) =O}, (1.62) 


PRA ZARA. 58) aR OPT, SOK 
AIRRA Rae She. HE 6>0, 使 得 

NDES, (1.63) 
TRAC CCIR"), 使 得 
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f supph= {z E€ R” [AiE Na, 
h(a) =l, sE, O,» (1.64) 
O<A(e)<1, 7 
然后 , 游 点 下 述 受 控 系 统 . 
y(t) = FWE +h) ult), t0, (1.65) 
此 处 , 控制 uC-) MET NM OSCR, BM= 10}, WBN, 
HACC 2), (1.8) sR mae BABEL .65) 关 于 如 是 短 时 间 一 致 
局 部 能 控 的 。 因 此 , 立即 得 到 下 述 结论 ， 
命题 1.2 系统 LSB) ame RRS PAM, 
S= {sE R" welel, (1.66) 
其 中 ， vC) Æ FEAA A A E ee 
o(w)—1—< f(a), Volt) +A(@) [vsr | =0, ERMO, 
{so =0, 
(1.67) 


$2 动态 规划 方法 与 最 大 值 原理 的 关系 


在 最 优 控制 至 论 中 ， 有 一 个 曾 述 成 名 控制 上 要 条 件 的 重 
要 铺 梁 ， 叫 艇 景 太 值 原 理 。 它 是 出 苏联 的 喧 得 里 亚 念 提出 来 
HW, MPRA RAE TSR KAR, AWE PRX 
个 结果 ,并 由 动态 规划 方法 及 HIB Ree A i a R 
IER, Mp, EJEA ATZAR. Fi FERRER AL 
BE, E PR FOR ASA RA PD 

问题 O, Rh. PRES 


Fea) UD =F PE, IOs wat + ACL), 
(2.1) 
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对 所 有 的 YC), ul 


| yi), ut) a. e FEO, T], (2.2) 
y(O}=2, 
ut EU, a. e te (0, T], (2.3) 


作 如 下 的 通常 假设 ， 

(A) f,[0, Tix R*xU-R*, ft, (0, T] x R"xU--R, 
A 有 "一 及 是 连续 的 , 且 泣 足下 述 条 件 : SMP et 全 EF 
ED 一 致 地 连续 ;对 任意 的 C, w) C10, T] xU, FE, +.) 
FC, +58) ADRAC) 是 连续 可 微 的 ， 存 在 常数 工 >0, 使 得 对 
任何 的 CEs y, u) ECO, 工 ] xX RxU, WH 

| lf, 9, Ol, (ACs x, Ol, Mh) ts, 

和 wl, (PG y wi, [AG EL. 
容易 知道 , 在 条 忻 (4) 下 ,对 任何 
uC) EK, T]= {u, (0, T]+U |w()} am} 

EIR ee R, 初 值 问 题 (2.2) 存 在 唯 .- 解 y(-)。 

现在 , A(t, 2) G10, T) xR, 考虑 十 述 初 值 问题 ， 

{oe = f(s Yr2(S), u(s)), a, 0, sEeft, T], 


(2.4) 


Ye s(t) =e, 
(2.5) 
和 性 能 指标 
Ts) =f" PCs. goals), ws) ds +h, (TD), 
(2.6) 


然后 , i WL, T]= {uC t, P]+U lec) 可 测 }. 
问题 Oret 
BRUCE, T], 使 得 
Fes GC) = inf JoU ED, (2.7) 
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从 第 二 但 和 第 三 人 章 可 知 , FH Oo) KAR D E 
Je Ft HIB 方程 唯一 的 粘性 解 ; 
vAt, 2) + A(t, a, wad, 2)) =0, (fF, Æ ETO, TY x R", 
[cy eR 
(2.8) 
此 处 HG, a, pA Hamilton BH, EH PREM 
At, æ, p) =inf ips FOs £, w)? + f(t, tH)}s 
(E, x, p) ELO, T] x R*x R", (2.9) 
现在 ,定义 
ACE, a, ou) = — Ps ut Hs F(t, 2, WY, 
(t, wy Y, HED, Tx R*xR"xU, (2.10) 
a By 
AG, æ, p) = inf {- Ho, E, — Ps 1} 
= — sup FG, x, =p. (2.11) 


函数 Act, e, p, HERY Hamilton 函数 ， 它 在 最 大 全 原理 
的 叙述 中 要 用 到 。 下 面 的 定理 就 是 最 大 什 原 理 。 
定理 2.1 HC, s) el, DRA RAC, BC) 

为 问题 O, 的 一 个 最 优 对 , OA Ae hak Be 内 lts TI- 
R”, BA Pit wy wa FA, 

PLE) = = Fy(s, G(s), Ls) TY) + FCs, Hs), U(s)), 
| a. e. sect, T], 

KD = -ROT 


(2.12) 
ERTER AG BH RS, 


f(s, F(s), PCs), Ts)) 
=max Ñ (s, 9(8),¥(s),u),a.0. 8 Eli T]. (2.13) 
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BE, GOLEC FER, MT EHD. È 
Mie Be, BELEIDR KA, SS OC) 和 
FO), UC 满足 景 大 信条 伞 (2.13), TH, HER 
O(t, ©) PALS BM o(s) Li Hamilton MA AC, y, ¥, u) 
之 癌 的 一 些 关 系 。 TCHR He 2.1 E. 
先 , 引进 下 述 记 号 ， 

Dtott, #) ={ pER lim s(t DIC, w) ~ ps Y -2) 


iy af 
<0}, 
Drvlt, 2 -fp ERR"! lim ut, y) — ut, £) — <p, y- s} 
vie jy 一 az 
>0 l 


间 理 , JEX Diso, OA Drev, 2%)。 采 用 第 三 之 中 空 
M118, 对 于 方程 (2.8) 的 粘 姓 解 ,其 定义 可 写成 下 述 形式 ， 

定义 2.2 +e aB of-, 9,70, T x RoR 称 为 是 
(2.3)85-—-S db EB, te BEG OT 2) = hla), we RS 
Z, BE (Cp, pe Di wt, 2) (Dr (Ef, 2), YORE 

p+ AG, as, p)20(<0), (2.14) 
下 面 , 先 给 出 第 一 个 关系 ，。 
定理 2.8 q (F), (0) 为 问题 s,s 的 一 个 最 优 对 ， 


i] 
Dzels, DCi- yec Dols, YG), Ys e[t, TI, 
(2.15) 
证 Ws sett. T] 07 2ER", Spal O AA sy 
IRRA 2 WIE, UC) lor RE RARER. W 对 任何 
refs, T], 
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yest) =P) 52-8) +| AFCO, ge 人 6)。 (8D) 
++ f(8,G(8), #0))} do 
=2- p(s) + { F,€6, (8), 3(0)) 
“asx 8) ~ 90) )d68 (2-16) 
+ {" 80052) (4,0) -FCA 
其 中 
£952) = | (fo(@; FO) + oCye,aC0) ~ F(9)) EO) 


~ F,(8, ¥(@), BON) de, (2.17) 
Hit CA) At, 
| | e¢8sz) (=24, YE EF T], zE RR", 


(2.18) 
lim e{@:2) = 0, veels, T] 
afiat 


注意 到 ，(2.16) REPET Yas FC) 的 线性 党 微分 
方程 ,内 此 ,由 常数 变易 公式 可 得 
Ysa TT) = Pr, 8) Ce — (5)) 
+ { Br, 6) e(42) (ya(0) 


-Od refs, Th (2.19) 
ihik, P(r, 8) 满足 
{ & ie T, S=F,(1, Fr), BN) IOC, 8), rels, T], 
@(s, 8) =T, 
. 12.20) 
AU 2a ME BE ee A RRR E, 可知 
sup Pir, j<, (2.21) 
和 三 3 lt" 


Ff BFR 9a ee (2.12) HAR Bo 
ye) = -@(T, 8)7h, G(T))- 


-| Dco, 3)7 FIO, FCO), TOVA, 
se [it T], (2.22) 
另 一 方面 , 由 《了 ( .58( .7 的 最 优 性 及 最 优 竹 原理 知 


ob WED) = |" F'O, FCB), BB) d+ AG LY? 
= f! 790, ICO), T8) ae 
+{ FCO, DO), OAO + METY) 
=f" PCO, BCO), I0) + vs, PCE) 


> int {| fC0, 60), (0)de + oCs, Hs))} 


= v(t, YC)), (2.23) 
因此 ， 


o(s, (3)) =| POO, DO), APERET 


vasE[t, T]. (2.24) 
从 而 


(8,2) — 008, OROORO), 


— F'O, FCO), BCA) )} dd 
+ Rs CT) -~AGCT)) (2.25) 


= [Ý <E, TO), GOD) 5 Yrs) - (0)) dO 
+ th Gcr)). Yarl T) -#(P)> 
+. ceara), van. (8) -FOA 
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+ obit CT 一 FT) D. 
Wib, 


es 2) ={ 1S8, BCO) + oCy,,.(0) -F ECY) 
— Fy(4, FA), ude, (2.26) 
易 见 0) 也 满足 类 似 于 (2.18) 的 条 件 ,因此 ,利用 (2.19) 
和 (2. 22) 式 , 可 得 
o(a, 7) = ols, FEX) <| AE, CO), (0), 
DO, 3) (2- yde 
+P AO, BO, BO), f D0, Del) 
(ya) -FAAA . 
+ Ch (GLY), DCT, s) (2~ Ts)) 
+f ET, DeD (Ys) -这 Dary e-r) 


+{ Ceocess), ye0) -883d8 
+o lY (CT) ~ yT 
= — BS), 2-F(8)> + oC fe-9(s) I). 
因此 , 由 定义 知 
-#(3) € Dols, FCs)). (2.28) 
AHH, 对 任何 peED ws, ¥(s8)), (2. 27) sha 
O< lim Ds, 2) — v(s, ¥(8}) — <p, 2-8 8)> 


> F(a) jJz—H#C3) | 
= li — <#(8) + ps 2~9(s}> 
二 各 一 人 (2.29) 
上 式 意味 着 
YC) + p, w) =0, Yel =1, (2.30) 
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Ai, p= —B(s), BRET (2.1530, 
LERES, Diels, 9(8)) 总 是 非 空 的 ， 而 Drol, 
FODRES, RARA P6). BE AG 
数 o(a, w) CE = F(8) HATH, M . 
—$(s) = vs FC). (2.31) 
引 理 2.4 (CO BCO) 为 问题 全 ,的 一 个 最 优 对 ， 
Dat Lp ya sett, Tl hee PRR, 
p= (8, pls), — ps lD), 
Vip’, p) EDE VS, ¥(3)), (2.82) 
证 Wa e sett, Ty, AYE 
im 1 全 ( F0), o as _ (和 FC), neal 
EN FO, FO) 5 BD) F(a, G(s), 2(s)) 
(2.83) 
SRE ecclé 了], MR LAR. 对 于 《88， D EDEA, 
8(s))， 有 


. 1 
Oslim ~—— 
ris [r-t] 


下 ey -sn ivir, Or} — v8, 
#(8)) ~ pT 8) — <p, YED 一 下 (sy 

=- 1 .一 .me mu 1 -一 一 一 

~ er {J (2.39 
FG), ECO) JdG- pir- 8) 
- [{ <p, fC0, 0), Eae } 

=[- f*(s, ¥(8), BCE) p 
—<p, f(s, ¥(3),8(8})>] 


1 
T+ f(s, FEREG 


四 此 ， 
pis Ts, FS), U(8))~ <ps Fs, PC), B(8))>, 
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= f(s, 9(s), ~ p, H(8)), (2.35) 
MAA, eer ts, 订 得 
« p=, Fa) ~ p EO) (2.36) 
从 而 证 得 (2.32) 式 中 关于 (p, p E Dza6s, FCs) AE. 
对 于 情形 (pt, p) E Dt,w(s, (8)), 可 以 类 似 证 明 ， 
定理 2.5 itO) TC 为 问题 Orne 的 一 个 最 优 对 ， 
ast Lt ae sett. Th RAF 
Drawl, BIA (8, FE), Ye) U8), 
-pe CDEw(s, F(3)>, (2.37) 
证 设 (p p) CD78, ¥(8)), MARA p CD 15, 
¥(s)), Auth, HER 2.3 51 
=- 9(s), (2.38) 
从 而 ,由 引 理 2.4 可 得 
p= (3s, F(s), - p, Hs)) 
= f(s, Fs), W), He). 
这 便 证 得 @2.37) 式 中 的 第 一 个 包含 关系 。 往 证 第 二 个 包含 
关系 。 取 定 8E [tb T], We CIDRA, HEO 在 
RAT. BPP re, T] AER”, hral 为 系统 以 
CT, ya RIAA EC) | er 为 控制 的 畦 组， 则 对 任 
irel Th 有 


Yr) Tr) = Bs) ~ |" FC, (8), EAA 


TEAOR EO ~ HOA 


+ feor, 2) Yr, 0) -9(8))d6, 
(2.39) 
Hp, e(t, DRA S, 且 当 (Ty 2—3, FGD Bf, Et 
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于 4。 由 常数 变易 公式 , 有 l 
test) ~ U(r) = OC, 1) (2-78) ~ |? FO, GM), AA) 
+ ods F(a) + r-e]. (2.40) 
然后 ,类 似 于 定理 2.3 的 证 明 , 可 得 
VCT, 2) — V8 PJELL- pT), 2- YB) 
~[ fC0, FB), TO) Ady 


- [7 #0, GO), #8) 46 + o(d- HS) | + |r— sl) 
=< #(8}—P(8) (rs) +0(|7— 81), 1-7.8) 
-| F8, 70), 20) 40) [* fe, (8), code 
+o- yis) + r-a, 
(2.41) 
由 于 
lAl =1— falss FCs), EVH) 
+ File, (8), ED SC. 
故 可 由 (2. 代 ) 式 得 到 
VCT, z) — els, FDE- Ps), z- YC8) 


- |" FC, FO), H(@)) dey 
-| PCO, HO), BCAA + o(fe—Y(s)1 + 1- sl]) 


= <-(3),2-9(s)> + (t-s) ACs, (8), 0(s), a 3)) 
+o(jz—-#(a) || + r-e). 
(2.42) 
Wis, 同 桩 可 以 得 到 (2.42) 式 ， 从 而 可 得 
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(Hf (s, FE) BCs), H(8)), -86V E Dwl, H(8)), 
(2.43) 
这 便 证 得 (2.37) 式 中 的 第 二 个 包含 关系 。 
从 (2.37) 式 立即 可 知 ; 当 2(-，-) 在 点 (8; P) 可 微 时 ， 
有 
vs, 9(s)) + FHCs, FCs), o(s, YE)), EE =O, 
(2.44) 
利用 .上 面 的 定理 , 可 以 很 容易 地 给 出 最 大 值 原理 的 证 明 。 
定理 2.1 的 证 明 BCh (2.12) 式 决定 ,由 出 定理 
3.5 412.43) 式 成 立 ， 由 于 值 通 数 多 -，') 荐 人 2.8) 式 的 唯一 
的 粘性 解 , 故 由 定义 2,2 知 
Fics, F(s), v(s), BSI + EG, Fs), ~¥(8)) 29, 
a. è. s Ei TI. (2.45) 
At, 由 关系 式 (2.11), 得 到 
FL(s, FCs), IOF a(s)) sup F (s, G(s), VG), W)» 


a. e. 8E[i T], (2,46) 
故 最 大 值 条 件 (2.1 引 成 立 ， 


$3 最 优 反馈 控制 


在 第 二 尝 §2 中 ， 曾 经 谈 到 人 们 最 初 研究 动态 规划 方 法 
的 目的 是 ， 通 过 它 可 以 形式 上 构造 出 最 优 反 馈 控 制 。 由 于 当 
时 尚 没 有 粘性 解 的 理论 ， 故 一 切 都 停留 在 形式 上 本 节 我 们 
将 使 其 在 数学 上 严格 化 。 
考虑 下 述 系统 
[i = f(8s Ue, 08), u(8)), 8 E[t, T], 


Ys, th) =, eD 
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以 及 性 能 指标 
Foret) =f PEs Veral), UEDA HAY ALY, 


(3.2) 
RR, SATE SF BE: 
函数 f, (0, TI xR xU eR", .10, TI x R"xU—>R 
Ale, RR 均 是 连续 的, 且 关 于 (人 ERE ucUe 
一 致 和 的， 另外 ,存在 常数 工 >90， 使 得 
[fe w, 0- fF, 2, Ele, 
| Ft, w, wu) — fe, &, w) | xLie-#2{, 
l(a) — (8) Lle- âi, 
IFC, 0, wily | Ces 0, wd], [ACO TL 
对 所 有 的 s, 2ER, (6, w) ELO, T] xU Way, 
RX TRA RE hI — E SOAR, 昂 知 ， 在 上 述 
条 性 下 ， 对 任 给 的 E, æ) € (0, xR meleg, T] 
(3.1) FF FEME— WE Gee, 从 而 可 见 , (3. 允 式 是 有 意义 的 ， 
县 下 述 值 函 数 是 可 以 定义 的 ， 
ao- inf Joett), (3.4) 


WERT) 
在 现在 的 条 件 下 , ADP RR LE BE 2.2), 
命题 3.1 存在 常数 C0 >D, 使 得 
lect, w) | Ol + Jef), Y, 2) E f0, TI xR, 


《3.3) 


(3.5) 
(olt, S) ~ oF, D |<0, {+ Jaf) [6-2 [+ e-l, 
Vi, fé€[0, T], eR", (3.6) 


Mee ME ATSEMEM TEER, 由 第 三 章 §$2， 还 知道 值 
R vC JE FA HJR 方程 唯一 的 粘性 解 : 
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x, w) +H, wy v.(é,2))=0, G, s) e[l T xR", 
Lec’, a) = Ale), cER", 
(3.7) 
此 处 ， 
H(t, w, p) =inf {K<p, f(t, 网》 
+ f'G, w, uY}, (E, £, u, pell TIRER, 
(8.8) 
由 命题 3.5, AR o(-, O 是 局 部 Lipschitz ea, Ht, 
它 几 平 处 处 可 导 , 几乎 处 处 满足 (8.7) 式 中 的 方程 。 梢 请 注 
登 ， 此 外 的 “几乎 处 处 ” 基 关 于 G, e) € (0, T] xR” 的, p 
叱 ,对 于 任何 的 即便 是 光滑 的 浮 数 注 :)， [9, TIR", 尽管 
Peott, ?{ 人 如) 是 绝对 连续 的 ， 仍 然 未 必 有 下 述 等 式 ， 
T vb, ACJ) = at, 2(t)) + do. (8, 20), 208d, 
a. e. t€[0, T], (8.9) 
HARA tE [0, TD en EEEo, 
ARSE AB R xR fs fy eR a, AL, Be ee SBE g 2 中 
HEATER MI REEE AEE. Soh, PRBS HE 
EMI? Ruw RRR -KBK, CHA (ts 2) 
Ga BC, A) Dini 下 和 导数 定义 为 
D-w(t, esl, 4) = lim wlt + Â, +04) —wtt, x) 
BO 5 ” 


(3.10) 
将 lim 换 成 iim, 得 到 Dini SH Owls, sl, A) REM, 
abo 
若 下 述 等 式 成 立 
Dow(t, ol, = Dw, gl, 4), (83.11) 
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Aw, JAA BAM 14) 存在 Dini 方 向 导数 ， 
记 之 为 Dwi, al, 4), 
ASW, we, ARG, ASH, A 
Dtt, Vyly A) = wt T) + Cy, C), AD, (8.12) 
REMi, BEES Be S| Bay Dewitt, s) A ERR 
aah, wil, WYRA. 
现在 , 再 引入 下 述 集 合 。 
Qt, xz) ={(9, 9) ER xR"| 存在 weEU, 使 得 
(3.13) 
Qa f(t, E, U), G= F(E, 5, Ww?» 
(t, æ) € [0, T] xR, 
mh, QC, O 是 定义 二 [0, T] xR pT Re 中 子 集 的 
集 值 函数 。 我 们 以 co& ERES ON AMA, io 
Malt, @) = KE, wr ELO, T] xR- + je- xl <0}, 
WFR OC. v), 假如 有 
al CoQ (HM 的 ) = QE, x), (3.14) 


MWR OC, FEA C ©) 具有 sari 性 质 。 本 节 中 ， 总 假设 
(QO, JE [0, T] xRr 上 每 一 点 均 具有 Qesari EM. 
进一步 ， 著 以 问题 O, 表示 以 为 初始 时 刻 ，z 为 初始 
状态 的 相应 的 景 优 控 制 问题 , WU ET EY CE, =) E [0, T] 
xR, 问题 Qi,s SFE TR hla DEw[t, T], E 
a(t, w) =d sla). (3.15) 
在 上 述 的 很 设 下 ,我 们 有 下 面 第 一 个 结果 ， 
定理 3.3 对 任何 的 G, 2) E50, T) xR", 
(Dul, 231, g} +g =0, (3.16) 


min 
t MEg(tr) 


BA, (3.16) 式 也 等 价 于 
+ 330. 


min {D alt, wl, f, £, Uy) + Pa, wy, w)} —D, 
4E 


(3.17) 
不 难看 山 ，(3.17) 式 实际 上 就 是 HIB. 不过, 应 当 注 意 
的 是 , (8.17) 式 是 对 所 有 C, v) E€ [0; T) xR HRA, m 
前 面前 3.7) 武人 忆 公 是 对 几乎 处 处 万 有 的 (E, oe [0, T) x 
R 成 立 的 。 在 以 后 构造 综合 通 数 时 , 这 一 点 是 重要 的 。 为 了 
EA RREH, 首先 给 出 下 述 引 理 。 
引 理 3.4 i KC, F] 为 一 个 正 测度 的 Lebesgue 可 
测 集 ， 和 五 一 及 ”为 一 个 向 量 值 的 可 积 函 数 , 则 
1 - 
izgl OVE D AEK, (3.18) 
xp, [K/ #&#& KAY Lebesgue 测度 。 
证 HAC) ESRI AR PESTS, PRT AC), 使 得 
A(t) = Saxe.) pay € ACH EE KY, (3.19) 
Bis fh Bip =, 【Is K =i JF 


lim f, ICE) —AgCt) Jdt =O, (3.20) 
AE M 
1 Í nO = + Baul Eu] EA EK} 
JE] x i [E i 名 tar | tag : J 
ALCS TEISE We ay 
定理 3.3 的 证 明 首先 ， 尾 取 《ti TE LO, T)x R, 
EU, 令 ge,z(*) 为 对 应 于 常 从 控制 uC Su n, 
优 性 原理 ( 抑 第 二 章 8$ 约 知 
Vly Al Cty Herel), War 
+o West + Yó>0, (3.21) 


nna 


注意 到 (3. 全 式 , 可 知 
3 Jolit ós weft 的) 一 直人 和 十 2 +df(t, a, wy) | 


SL hye, ot +6)—27~ OF (Es 地 


< 号 中 [FCr gst), u)— FG, w, u) Jdr] -0 
(6—0). (3.22) 
因此 , #1 (3.21) Ral 


O< t [o(t+6, w+ Of(t, v u)] 


1 eta 
+ 本 | POs talt), wae, (3.28) 
Mint, 4 60, 得 
Dolt, æl, fC, ©, u)) + PC, wy we, Yee U, 
(3.24) 
Ak, 
ED olt, wml, 9) +¢°] SO, (3.25) 


(rE 
下 面 ， 证 明 相 反 的 木 等 式 。 为 此 ， 对 给 定 的 C, 2) © [0, T) 
XR", SUOMIO 为 对 应 的 最 优 控制 和 最 优 执 线 ， 由 成 
立 着 
vss o) = |" PCr, G(r), aaar 
+a(i+d, F(t+ A), d>0, (3.26) 
记 
{ P(r) = F(t, H(t), EC), 
g(t) = F(t, PLT), ECT). 
May) 的 连续 性 知 , Ve > 9, 4 6 Fea} eb RY, 
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g(t) _ , 
ons Je Qt, HOICA VG, #)), TEE, t+], 


(3.27) 

利用 引 理 3.4 若 

9 \ Ipay Wr) ew g*(7) 

(aak Go ) es (o beet tse] 
= CONN, D). (3.28) 


另 一 方面 ， Sy i, PCA gC) F:--B AAW, DATO, 外 各 Fa 也 
HERRE., BHE, TAGER QC, 69 Cesari 性质， 


6 oy 
( a i, JELLO RNC, 2) =QG, =), Boo) 


Fay / 
(3.29) 

再 注意 到 
V+ 6.) -2+| "fr, H(t), BYAT (3.30) 


=Æ + Og DH Gyg+0(dy), (Aoo); 
H, 1 (3.26) 4 
0= Lect + dys ¥Ci+dy)) = at, z)] /Oy 


+ "Pe, DO), adr (8.31) 
Oy È 
= [oC t bu, w+ Ona) — vlt, #)] +93, + ol). 


故 知 


0>lim| Ct 6, zx e9) 7 u(t, x} } os} (3.22) 


= Dov, æl, gi tg, 
这 便 证 得 了 定型 3.3, 
SVE, UM PRR BR, 
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, 
PE, 2) = (ERIWER, 4E | 9 ye QG, 2), H 
Dolt, æl, 9)+9°=9, (8.33) 


由 (3.17) 式 可 知 
FG, ©) = (ft, æ, u) (Dood, a1, f(t, S, w) 
+ FR, a, wy =0, uEU}, (3.34) 
由 定理 3.3 知 ,对 每 个 (#, 2)E (0, T) x R, Fa, s) 均 是 非 
空 的 。 
定理 3.5 i G, eC l0, TX RR, 令 YCA FER 
分 包含 的 任意 一 个 解 ， 
Pesok) E FCS, yess(8)), 
上 =T, 
A Ynse ARA Cs RRRA, 
证 iy. )A 8-35) 的 一 个 解 。 类 似 于 第 二 章 83 
中 的 非 利 浦 夫 引 理 ， 可 证 此 时 必 存 在 函数 ECE wit, TI, 
使 得 
| Peels) = FG, Fe(s), EE 


(3.35) 


D uls, Fe,aCB) 345 FCS, Feral), &(s))) (83.36) 
+ FCs Fel UCB))) =0, 


现在 , 说 明 (Fer) ECONA Cee AE TP 
808, J:,2(8)) EAER EE, 从 而 ， 由 定理 3.3 的 
证 明知 ,对 几乎 处 处 的 s€ Ct, T], % 


d ~ Dlm 1 pe 
E o(s, Gi, a(8)) = lem Tols #8, ,a(s +0) 
~ 0(8, §,2(8))] 
= lim 4 [0(8 +8, ss) + Of Cs, Yi,s(s), ECs))) 
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— 208, FenCS] 
= Dols, Fells Flss Fal FO) (3.37) 
= — fs, Fe (8), ula)), 
从 而 ， 


hlg, (T) -0G 四 = {+ vls, He, 0(8))as 


- F PCS, eS), BS) as, | (3.38) 
由 此 得 到 


w(t, a) ={ ICS, es), Os) ds +h, CP) 


= dJi, (ACs (3.39) 
i aC EC ERT. 在 6-37) 式 中 ， 第 三 个 等 式 
基 由 于 在 所 考虑 的 点 s 上 上 的 极限 是 存在 的 ， 而 第 四 个 等 式 是 
FC Ae BY A. 
内 上 上 面 的 讨论 中 可 知 ， 为 了 求解 原来 的 回 题 局 ,>， 先 求 
出 HIB 方程 唯一 的 精 性 解 oC 2) ， 然 后 ， 由 (3.834) 式 确定 
出 FG, ©), 最 后 再 求 解 微分 包含 3.35), ERB, BARE 
HEC) 是 由 C3.36) 式 中 第 二 个 式 子 确定 的 ,因此 ， 它 是 一 个 
反馈 形式 的 控制 ， 正 因为 如 此 ， 称 函数 六 C'，.) 给 出 了 一 个 
广 光 的 反 馆 闭环 系统 。 下 面 , 给 出 一 个 简单 的 例子 。 
例 设 所 考虑 的 系统 为 
gi) =u), DEU =[-1, 1], yE R, te [0,1], 
(3.40) 
HR AN 
Jas -y()*, (3.41) 
AS MEG Ue o o OWE 了 HJB 方程 
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on a}—l[a.(t,2)[=0, d,2€ [0,1 xR, (3.42) 
vl, z)= -27, ce R, 
HASRA FKJ vC e 
_|7 [a+ (L—-#)]%, oO, 
eosi on oo C4 


从 而 ,得 
Dolt, 1, A =2 -As+ 0-H], o>, 
{ove ml, A) = 2140 [2-1-0], 2<0, 
Dot, 0,1, A =20 -D0 IND. 


(8.44) 
ti Hy A 
1, a>d, 
Fit, = {+1}, w=0, (3.45) 
-1, <0, 
AW OT ARE BLR N 
Yel) =2+ (si, I0), (8.46) 
He) =s (s-t), (<0), (3.47) 


EDE, fe TRE Re Ras, AOE E REA. 
还 可 以 一 般 地 讨论 何 时 微分 包含 避 . 引 ) 式 存在 解 。 限 于 
mE, TE ORAS PERT 


§ 4 Tak eG A A OEE 


本 节 将 给 出 一 个 较为 简单 的 HJB FR ERRA PB E 
近 , 它 对 于 研究 撞 法 是 很 有 帮助 的 ， 

考虑 无 限时 区 定常 最 优 控 制 问 题 , 用 设 控制 函数 ul) 仅 
取 有 限 个 值 ， 因 此 ,系统 为 
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ee = Ft) ? u(t) , ipo, 
| Yako) aw, 
ARZEN > 0) 
TI) =f" Pye) s ua) eat, (4.2) 
TUC) BARETU = (1, 2, …， mm ,因此 ,相应 的 HJB 方 程 为 
aDC) ~ min [Cae), fæ, 个 ?+ Ma, 1 =0, 


(4.1) 


2é Re, (4.3) 
作 如 下 通常 假设 ，Yx, 2ER", 4E (1, 2, --, m}, 
lft, #)— f@, DEL- l, (4.4) 
[F(a a) — fa, i) | < 大人 位 一 多 全 (4.5) 
Wie, Os | P(e, Ol <b, (4.6) 


wat, D1, rE (0,1), BW, 出 于 F ARK 4.2) 式 恒 
FEX, 
PLE, ALDARE., A> 为 一 个 参数 , 则 直观 
如 ,党 引入 下 述 方 程 
max fion(a) -EHAS ©) = oh) 


— fp, 6)} =0, ER”, (4,7) 
世 即 
max {Aho (a) 一 ov (a +h f(x, 6)) + v*(e) 
-hf(a,i)}=0,eER", (4.8) 
出 此 ,再 引入 


maz {are — (TL A (eth fle, E 


—Af (se, i)} =0, ce R”, (4.9) 
LEDARE th SDRE REM Aho" BOW Aho Cr + 
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zy (zy MBA. FARSA el, (4.9) AA RE AT 
E, 


定理 4.1 设 和 >rI， 则 对 任何 hE (0, +), (4.9) 式 
存在 唯一 的 解 we(-) 满足 


sup l cx) | <4, (4.10) 
| v* (ay) — 0* (#2) } L 
Sup [zy m e ET (4.11) 


证 令 卫 为 定义 于 RR* 的 有 界 Holder 连续 函数 爹 体 , 秆 


MX 
felx= sup |o(r)| + sup leo ， 
WoC DEX. (4.12) 
记 
Inve! EL am 


ELATI WE: VOC ECR), 
F(a) = min {(1- Mole +f æ, 5)) 


tAE, Dh sE R”, (4.14) 
ME, {ER vC) aE xX, +d, de {1, 2, +, M}, 使 得 
Tom NR vm + hf læ, dD +R, d); 
[ao (L-Ab)O(ot+hf(a, PYY +h f(a, d), 
(4.15) 
EAER Me BURRS 2. SRS, 有 下 还 合计 式 。 
Fue) -F Be) = A-a [ele tA, D) 
~st Af, EDI EALE, d- fia, J 
336. 


Et d))-O(2t+hf(e, €))} 
+ Foe) DL AA ola t h fie, Py + hfa, d) 
< (1-24) sup] ole) — Ae) ]. 


(4.16) 
AH oC) 和 AC) 的 地 位 对 称 性 , 得 到 
sup | F o(a) — FAE) Eb) sup | (2) — êle) 1, 


(4.17) 
所 以 ， BOR) = (有 界 一 致 连续 函数 } 上 的 一 个 压缩 中 
Fe. EE, BREE HR a A CECR, ERMA 
C.DA, WUE OE X, ER ms paE R”, Sadi, hE {1, 
2y een mys W1 
FOE) = (L~ Ahol, + hf Ce d)) 
+hf a, di), t=1, 2, (4.18) 
WA FRBA SA (rh e416) A), 
FT ole) — F olas) = (1 - Ah) fole taf (a, 如 
— OCs + Af £as d2))} HREF? Ceis di) ~ fF" (a2, di)] 
TM (olay + hf Car, dy) — olt thf ler, da] 
+ ALP? da) — F’ (ez, da)) (4.19) 
L- AA) | or 人 el wal + elf (ar, do) fitr da) f 
+ hl f(xy, de) — Ff" (ee, da) | 
TR olor + AL)’ +f} le a", 
于 是 ,利用 C2.) 和 otz2) 的 对 称 地 位 ,得 到 
[Fojo -ADAR 0 +L, (4.20) 
记 OCA) = (1 Aaa AL)”, 则 


@(0) =1, 0(+)=9 
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Oh) = AC AREY rE AO (E+ An! 
= —[A-?7bh+alh(l+7)] (1+ ALO, 


vhe (0, 和 . 
此 处 ,应 注意 和 >。 从 而 得 到 
6(h) <1, he (0, 1), (4.21) 
Wee 
O= AL (4.22) 


T= (1 -MIC+ALS ° 
则 当 | olor, 时 ,由 (4.20) 式 可 得 

UF vfa alL- ML + ALC, + hl =0O,, (4.23) 
FRE AEM mne X, | ]0,28Ca, WER. Z", HTS BE 
ORY FEAR AS, ie F olot, v9 (4. IE 
解 。 另 一 方 画 , 由 《4.23) 式 知 

1C) or Oas (4.24) 
从 而 得 证 Eea, Sa, MEERI, IDA. 
Bll. EA & fh a Cy ER T ER ERKE 

d 0, = LG- O00) + BAO CAD 


dh 1-9) 
L 7 ` 
= D OAP], (4.25) 


Me A BE BH 
gh) =1-e(h) +A, Vae (0, +). (4.26) 
有 
9(0) =1~ 6(0) =0, (4.27) 
而 


gy’ (h) = — 6 (hk) FO (hk) + ROT CR) =O" (A), (4.23) 
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Wee a Ut BS 
D0 (A) = -ALGA Od +A! 
+ (1-9) [A -ri+inba(l +73] AL)? 
=(L+ ALTI- AEL + OERAL) 
+ rh AALLON (4.29) 
={1+ REL) {ML +r tr ry 
+A -AEE Atad- rabe] 
Wy Lel, 
-ALCGer+1-na—rh) 
= — ALL +9) -(-nt-d-nri<), 
-AE (Ltr 十 《一 生生 天 人 十 全 (4.30) 
l= —fh-G-r)lALCl+7)<0, 
TE O* (A) <0, 从 而 得 知 AC, BMF EY, lt, H 
(4.24) al 
lwlorslim O= lim — Say = Ey 
MEAG IDK. BETH EA. 
fo*(2)'<(1—AA)sup Wi] +E, (4.32) 
SATE AY 32 RISALE LOR, 
EELZ 4 h0, (e)ur) AT SER LAH 
一 致 的 , OE EE E E A 
EMAL afee), he (0, 1) 是 一 族 等 度 连 
SEB, Wer Arzela-Ascoli 定理 知 ， 存 在 于 序列 v™ (2) > 
vw) 关于 4% 在 尾 何 给 定 的 有 界 集 上 一 致 ， 下 面 ,证明 o) 是 
(4.3) 的 一 个 粘性 解 ， 为 些 ， 任 取 由 E COIR ， 假 定 o- 9 在 
vo 局 取 到 一 个 局 部 极 天 值 ， 出 类 似 于 第 三 章 8l, AME 
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(4.81) 


tof u- OHI PRAIA. FETE — PL wo 为 中 心 
的 闭 球 BB， 使 得 

Ca) — ler) >ole) bp), Vane Bro, (4.33) 
Fo EBAR 03(:) 一 :在 如 上 的 最 大 值 点 ， 则 由 
vC) 的 局 部 一 致 收敛 性 以 及 (.383) 式 ,可 知 


siwo, (oo js (4.34) 

AAT, 5 k EEKE, 
D + hedi, DEB, Ylaiam, (4.35) 

因此 ,由 se 的 定义 知 


ww) — Play) =o (a + Ry fad, i) 
-AL + Raf (mb, 4), tm (4.26) 
故 , 利用 方程 (4. 久 ,可 得 


0 = max {v**(ait) 一 (L— Aha) om (ai + hin fæi ¢)) 
Gt a 


-ha fF (ap, i) 

> max {b(ai") 一 由 (2 十 Fay s 4) 

+ Ano (ft + hy Fag, E) — Pe fa, ES 
注意 到 geC' R*), 在 上 式 中 ， BECI Aps 然后 令 #-=coy FEL 
得 到 

0> max {— <6,(a0}5 Fao, E) + Aole — flan, i), 

(4.37) 

TERS ERA EA, C+) FE (4.3) 的 一 个 粘性 下 解 , AT 

WE oC -) 也 基 (4.3) BY RIPE EIR, He oC) (4.3) 的 

一 个 粘性 解 。 再 利用 第 三 章 $2 WOME — HE Se BE, o) 是 

{和 .3) 唯 一 的 精 性 解 , 从 而 ， 整 个 序列 o*(-) EE — BI ok 

的 。 

Fi, 给 出 相应 于 oO 的 最 优 控制 问题 ， 
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引入 下 述 离散 系统 ， 


[eo vet TGs Se) hs k=0, 1, By ony (4.38) 
Yaa, 
而 

本 ae( 有 天 0 2, es (4.80) 


aC JEW = {a,[0, co) 一 人 2, ---, mi lal) 可 测 }， 令 目标 
2 wy 
T3al-Y) = SY Pas aAA, (4.40) 
定义 dt, Red, 2, e, mp HF; 
dř (s) =min {d€ (1, 2, «+, m} [ve 
= (L-A fix, dh) + f(a, DH, (4.41) 
然后 , > 
at(s) =d? (uy), SE kh, (k+1)h), k=0, 1, 2, e, 
(4,42) 
命题 4.3 方程 (4.9) 的 解 23(') MAPA: 
Aaaa, VEE R", aC Jer, (4.43) 
w(x) = Jilat COC), Vee R®, (4,44) 
证 MUDAN d =a kh) aC ED) 
v(e) = min (L -Ahom +hf(e, i +A P(e, 23 
TM + Af", ay) 
Koc (L AA) #08 (ay) (4.45) 


+ hE f(y dn) (1 -AR)!, kei, 


此 处 ,9 由 (4.38) ARME. S boo, 注意 到 0<1-hh<1， 
立即 得 到 (4.43) 式 ,而 当 aC.) BEE at RT, (4.45) 式 中 的 
BIA SS oe, 因此 , 得 到 (4.44) 式 。 
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上 面 命题 说 明 ，s(-》 是 以 4.38) RRR, M 
(4.40) 式 为 日 标 泛 函 的 最 优 控制 问题 的 值 国 数 。 因 此 ， 由 定 
理 4.2， 我 们 可 将 上 述 离散 景 优 控制 问题 看 作为 原来 最 优 控 
制 问题 的 一 个 离散 反 近 。 进 一 步 ,还 有 下 面 结果 ， 

定理 4.4 hal) (4 ADARL M 

Hm J,(a%(-) =inf Jala Enw), (4.46) 
A ECO RAE LE AIO 
证 MEMT>O, he (0, 2), 有 
[PREC -TCR 


LT- 


sja > T PK Wrs EFL ~ ARY" 
ae Pao, at(s))e mds | (4.47) 


+j © 5 Pita, oA A Mi) *| 


we [TA 
+ If" Pas), atisyeds |, 
此 处 [T/A] 为 不 题 过 T/A RARER, Tid dt atch), F 
是 ,Ye>0, 当 了 >0 充分 大 时 ,有 
[SR = JRC] SE, P) +22, (4.48) 
此 处 
tr/a]—-1 
Eth, T) =| È, FY df) (1 — Aah)” 


= F #9 (yols)s osts)) emdsl 
(TfAT~ f (et 1}n 
= St, FAY CN) 
— fi(ysts), de 4**Jds 
«4446 


-f Fes), a®(s)) eds | (4.40 
A? fA] 


[rsal—-i f (et pa 
<b | Clua- yes) | CL — Ak)” 


+ | AA- es:|lds + LCT -A[P/A)), 
PR VE DR LE AAP BE, 
ee yo(s)|<Crh, 


kay JHA 


| (1—AR)* = 67 4#| Oph, 

sE Thh, (RDA, Ok [T/A] -1, (4.50) 
Ihab, Cr>O ART A. Ah, BRAK A, 

a(S) =Yq_, SE [bh (h+1)A), O<SS<[T/h] -1, 
(4.51) 

对 任何 sE (0, AC(IT/A}-L)], Hse (hh, (+1) A), W 
js —ys(8) = Iva yes)] 
[Ver1 ~ Ya( 8) | + LR 


Slyn- ye (Hh)! + 1" "Pou AD - FOC), Ddr] 


A 


a 
Lj 


+ [C441 sf (ys, dE) + Ln 


A 


ys YAA + LY yn ysldr + 2EA 


<lvei—ge((h- DAY T p ED-wCoDlar 


+ OLAS 人 EC) -ya (T) [at + 2Lhy 
有 从而, H Gronwall 不 等 式 知 
pD —y(s) | <cel!- BFA Delh, Vee O, RCT/R] -Als 
(4.52) 
这 就 证 得 了 (4.50) 式 中 的 第 一 式 ， 而 第 二 式 前 征明 可 以 利用 
第 一 式 的 结果 .和 需 注 意 , BM y(s)=6%, W Fa) = y, E 


“345 ， 


时 ,有 = 人- Ah)”, 从 而 可 得 到 第 二 式 ， 这 样 , (4.48) 式 可 
导致 下 述 绪 果 ， 
Eth, 了 7 三 [7 了 [Cr 大 + Cph?] + LCT -RET fA) 
LT (Cph' + Oh) + Lh—>0, (h0), (4.53) 
因此 , 由 (4,48) 式 , 得 证 
lim |J3(a%(-))— Je(a(-)) | =0, (4.54) 


由 于 AORC = oa), HAREE 4.2, 得 到 (4.46) 式 ， 
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第 一 章 的 内 容 主 要 取材 于 一 些 标 准 的 教科 书 , S SE 
F Lebesgue 积分 的 理论 ， 采 用 了 参考 文献 [4 的 非常 简洁 
BOR ATE, ST AEA, 可 能 较 玲 , 但 对 略 知 实 变 函数 论 的 
读者 , 提纲 式 的 复习 是 容易 接受 的 。8$2 中 常 微 秃 方程 理论 主 
要 取材 于 参考 文献 [3]。 这 是 复旦 大 学 数学 系 的 一 本 标准 教 
程 .83 和 8 和 竹 述 了 有 关 泛 图 分 析 及 算 子 半 群 的 理论 ， 这 些 
材料 取 之 于 参考 文献 [ 叫 和 [31] .有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 所 提 
及 的 这 两 本 书 以 更 详尽 地 了 和解 这 方面 的 丰富 结果 。 在 $5 中 ， 
FAROR T HARRA AT Ame NBAT. 
PERH A MEERA BE an — DR PS 2S A FE RO FRR HEE ES 
巧 ,这 部 分 内 容 仅 是 参考 文献 [25] 中 的 很 小 一 部 分 。 . 
在 第 二 章 中 ， RITRARRE DEMMAKR Hami- 
lton—Jacobi-Bellman 方程 的 一 些 形式 推导 。$1 和 $2 的 内 
容 散 网 于 一 些 专 著 或 教科 书 中 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 阅 
读 和 参考 文献 [1, 8, 29] 。 这 部 分 内 容 现 在 通常 归功 于 R. Be- 
Iman, 尽管 他 当时 的 理论 蚌 不 赤 严 格 的 , 但 这 种 思想 首先 是 
(HIE SSP ART CASA RE, RN aR 
ZTLR], SAS a RA BA HE R LA E 
归功 于 R. Isaacs[26], A. Friedman[24], W. H. Fleming 
[23], R. J. Eliot 和 N. J. Kalton [20], L. D. Berko- 
vitz[10, 11], N. N. Krasovskii fA. I. Subbotin[28}, 
等 等 ，§4 中 的 最 优 转 换 问题 取材 于 参考 文献 4l Ait 
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C14] PRtit TAR RAM, fee eet bk TARE 
形 ,使 得 形式 上 得 以 完整 。85 和 86 主要 是 作者 的 工作 ， 基 
本 取材 于 参考 文献 [399] , 同时 也 参考 了 参考 文献 [44]。 对 于 
随机 脉冲 控制 问题 ， 有 闪 苑 的 读 省 可 以 参阅 A. Bensoussan 
wo, L. Lions 合 著 的 *Impulse Control and Quasi- 
Varistional Inequalities (42 RT). $7 中 的 问题 的 
一 般 提 法 是 作者 提 间 的， 这 部 分 内 容 基 本 到 村 于 参考 文献 
[41] 和 (42), 有关 一 些 特殊 的 随 宙 情形 ， 可 大 看 参考 文献 
L37, 38], 

第 三 章 应 该 说 是 本 书 的 最 重要 的 部 分 。§1 pHa 综 
合 了 一 些 文献 大体 包 括 套 者 文献 [17, 18, 27, 29], §2 
的 唯一 性 定理 的 证 明 方法 取 之 于 H. Ibi 的 工作 (参考 文献 
(277). 作者 认为 这 比 最 初 的 参考 文 益 由 7，18] 中 的 方法 来 
得 更 简 尘 和 易 懂 。 SI 中 存在 性 定理 的 叙述 综合 了 参考 文 献 
[17, 18, 9] 的 一 些 方式 。 这 部 分 内 容 并 没有 十 分 展开 , 主要 
廊 因 是 我 们 不 想 引 入 太 多 的 有 关 偏 微分 方程 的 知识 。 粘 性 解 
By BBG RIAA M. G. Crandall 和 P. L. Lions, 84 和 $5 
BAL AS kk RO ES BYE (Sag OR (SO, 41, 42, 44)), 而 
SAF (SLL) BES ae 

EAMES, PAT ARRAS 
th. SL 中 的 内 容 是 作者 的 工作 ， 还 不 曾 发 表 过 。 20183 
的 内 容 取材 于 作者 的 工作 【和 参 状 文献 [40]， 同时 参考 了 及 
Stojanovic 和 作者 的 他 作文 章 ( 参 考 文献 [84, 85])， 有 关 无 
限 维 二 人 淮 和 对 策 问 题 的 材料 跟 于 篇 幅 , 没有 列 入 , 有 兴趣 的 
读者 可 以 参看 参考 文献 [48], 84 fap T Stegall 引 的 
证 明 , 运 今 不 曾 见 有 专门 给 出 这 样 证 明 的 省 ,我 们 并 不 关心 许 
多 Banach 空间 的 理论 , 而 只 求 给 出 Stegall 引 理 的 一 个 完整 
a 348. 


前 证 明 。 该 节 取 材 于 参考 文献 [19, 331, JFE AA AE N iE 
明 有 助 于 希望 了 解 Stegall 引 理 证 明 的 读者 。 关于 无 限 维 的 
HIB 方程 理论 还 有 一 些 其 他 处 理 方法 ,但 似乎 均 流 有 像 有 限 
He TAG HS PERS Sc 

在 第 五 章 中 ,给 出 了 一 些 动态 规划 方法 和 IB Fy Te 
解 的 一 些 应 用 。§1 取材 于 豆 实 有 蕊 与 作者 的 合作 工作 {参考 文 
RR [8321)。§ 吕 取材 于 周迅 字 的 二 士 论文 (参考 文献 (5). 而 
SSHAAKAT L D. Berkovitz 的 文章 (和 参考 文献 [121)， 
作者 认为 ,上 述 内 容 仪 仅 基 一 些 典 型 的 应 用 例子 ,许多 应 用 方 
而 的 工作 还 处 于 研究 阶段 ，$ 4 中 给 出 了 HIB 方程 的 高 散 带 
UW. We AREA L Cappuzzo Dolcetta 的 工作 (8# 
文献 [L3])， 离 散 化 使 得 具体 的 算法 可 以 得 到 实施 。 和 这 里 没 
有 充分 展开 这 一 部 分 内 容 ; 其 原因 是 , 这 方面 的 研究 目前 仍然 
在 进行 之 中 ， 还 不 十 分 完善 。 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 参看 文 
页 在 5， 16, 22, 36], 
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